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Vorwort

Dieses Lehrbuch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, welche der Verfas-
ser iiber viele Jahre fiir Physikstudenten in den Anfangssemestern gehal-
ten hat. Der dargebotene Stoff umfasst jene Grundlagen und Anwendungen
der Quantenmechanik, die jeder Physiker beherrschen sollte, damit er in der
Lage ist, einfithrende Lehrveranstaltungen iiber Atom- und Molekiilphysik,
Festkorperphysik, Laserphysik, Kernphysik und Astrophysik mit Erfolg besu-
chen zu kénnen, oder Biicher zu diesen Fachgebieten lesen und verstehen zu
konnen. Studierende aus Nachbargebieten der Physik, wie der physikalischen
Chemie, der Informatik und der Physik orientierten technischen Wissenschaf-
ten sollten aus diesem Buch gleichfalls Nutzen ziehen kénnen. Es wurde daher
Wert auf eine moglichst einfache und anschauliche Darstellung der quanten-
mechanischen Prinzipien gelegt, ohne auf komplexere Fragen, wie etwa dem
tieferen Versténdnis des quantenmechanischen Messprozesses, néher einzuge-
hen. Hingegen wurde besonderer Bedacht auf die praktische Anwendbarkeit
der quantenmechanischen Methoden zur Berechnung oder Abschétzung eines
physikalischen Prozesses gelegt. Circa 100 Ubungsaufgaben mit Losungsweg
geben dem Studierenden ausreichend Gelegenheit, sein erworbenes Wissen in
der Quantenmechanik zu testen und zu vertiefen. Einige dieser Aufgaben ge-
ben auch Einblick in derzeit aktuelle Forschungsthemen. Es wird vom Leser
fiir das Versténdnis des Buches angenommen, dass er einige Vorkenntnisse auf
dem Gebiet der klassischen Mechanik, Elektrodynamik und Thermodynamik
besitzt und einen Kurs iiber mathematische Methoden der Physik besucht
hat. Dennoch sind am Ende des Buches in einem Anhang einige mathemati-
sche und physikalische Ergdnzungen angefiihrt, um dem Leser die Lektiire des
Buches zu erleichtern. Ebenso ist fiir den ambitionierteren Leser eine knappe
Liste weiterfiihrender Biicher angegeben.

Der Autor dankt dem Springer-Verlag, insbesondere Herrn Dr. T. Schnei-
der und Frau J. Lenz, fiir das Interesse an der Verdtffentlichung dieses Buches
und fiir die wertvolle Hilfe bei der Vorbereitung des Manuskriptes fiir die
Drucklegung.

Innsbruck, im Juli 2004 Fritz Ehlotzky
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1 Historische Einleitung

1.1 Die Plancksche Quantenhypothese (1900)

Die Geburtsstunde der Quantenphysik fillt in den Dezember des Jahres 1900.
Bei einem Vortrag in Berlin présentierte Max Planck eine Formel, die es ge-
stattete, das beobachtete Spektrum der Hohlraumstrahlung fiir alle Frequen-
zen richtig wiederzugeben. Dabei zeigte sich, dass hiezu die klassische Theo-
rie des Strahlungsfeldes in Wechselwirkung mit den Wéanden des Hohlraumes
nicht ausreicht, sondern angenommen werden muss, dass im thermodyna-
mischen Gleichgewicht dieser Energieaustausch zwischen dem Strahlungsfeld
und den materiellen Oszillatoren der Hohlraumwiénde in diskreter Form statt-
finden muss. Dazu machte Planck die Hypothese, dass gelten soll

E* = nhy (1.1)

wo n eine ganze positive Zahl, v die Eigenfrequenz der atomaren Oszillatoren
und h das Plancksche Wirkungsquantum sind. Mit dieser Hypothese liefert
die statistische Thermodynamik die richtige Spektralverteilung der Energie-
dichte der Hohlraumstrahlung, das Plancksche Strahlungsgesetz

8wh? 1

u(v,T) = (1.2)

in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit dem Experiment. Dabei ist T die
Temperatur in °K (Kelvin Temperatur) und kg = 1.381 x 10716 erg°®K ! die
Boltzmann Konstante. Heutzutage ist es in der Quantentheorie iiblich, statt
der Planckschen Konstante h die Groflie

h
h=—=1,054 x 10727 erg sec (1.3)
2w

zu verwenden und gleichzeitig anstelle der Frequenz v die Kreisfrequenz
w = 27v einzufithren. Wenn wir in der Planckschen Formel (1.2) nur die
niedrigen Strahlungsfrequenzen betrachten, sodass hv < kgT ist, konnen
wir im Nenner die Exponentialfunktion in eine Reihe entwickeln und erhal-

hv
ten e*BT =1+ % + - --. Setzen wir diese Niherung in die Strahlungsformel
ein, so erhalten wir das Rayleigh-Jeanssche Strahlungsgesetz
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871'1/

u(v,t) =

das im Rahmen der klassischen Elektrodynamik und statistischen Thermo-
dynamik abgeleitet wurde. Dabei ist £ = kgT die mittlere Energie eines
klassischen Oszillators im thermodynamischen Gleichgewicht mit dem Hohl-
raum und der Vorfaktor 8’;3” ® ist ein Ma8 fiir die Dichte der Schwingungs-

zustdnde im Hohlraum. Setzt man kgT = %, so lasst sich die mittlere Energie
E mit Hilfe der Boltzmannschen Wahrscheinlichkeitsverteilung W(E,T) =

keT (1.4)

Cexp(—5 ) (C ist eine Normierungskonstante) durch Ausfithrung der In-
tegratwn
_ [, EePEAE / 7 d 1
E=2L0r — = —1 FEQE = ——1 =kgT (15
f e PRdE " = kT 09

berechnen. Werden hingegen nach Planck die Energien des Oszillators dis-
kretisiert, indem man setzt E,, = nFy, so sind in (1.5) im Zahler und Nenner
die Integrationen durch Summationen zu ersetzen. Diese Summen lassen sich
mit dem gleichen Trick wie bei den Integrationen berechnen und wir erhalten

in diesem Fall
Ey

oPBo _1°

Setzt man dann Fy = hv, so folgt aus dem Rayleigh-Jeansschen Gesetz die
Plancksche Formel. Die geniale Idee Planck’s ist also die Diskretisierung der
Energien. Solche Diskretisierungen hat bereits Boltzmann bei anderen Un-
tersuchungen, doch nur als Rechentrick, vorgenommen. Werden in (1.2) nur
die hohen Frequenzen betrachtet, so kénnen wir im Nenner den Faktor —1
gegeniiber der Exponentialfunktion vernachlissigen und wir werden so auf
das Wiensche Strahlungsgesetz gefiihrt. (Vergleiche dazu die Abb. 1.1.)

E= (1.6)

1.1.1 Die Photonenhypothese Einsteins (1904)

Nach den Vorstellungen Plancks sind die Energieszustdnde der Atome, aus
denen die Hohlraumwénde aufgebaut sind, quantisiert und dies fithrt auf dem
Wege des thermodynamischen Gleichgewichts indirekt zur Quantisierung der
Energien des Strahlungsfeldes. Albert Einstein ging einen Schritt weiter. Er
postuliert die Existenz von Quanten des Strahlungsfeldes

EPY = hw (1.7)

und da geméf seiner speziellen Relativitéitstheorie die Energie und der Impuls
eines Teilchens einen Vierer-Vektor bilden miissen, ordnet er diesen Photonen
einen Impuls

pPh = hk (1.8)

zu, wo k = kn der Wellenvektor des Photons, £ = % die Wellenzahl und
n die Fortpflanzungsrichtung des Photons sind. Ferner muss nach Einstein
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Abb. 1.1. Spektralverteilung der Hohlraumstrahlung

EPh = mPhe? sein, wo mP! die Photonenmasse darstellt. Somit ist dann auch
pPh = mPhen. Mit dieser sehr weitreichenden Zusatzhypothese gelingt es
Einstein, eine natiirliche Erkldrung fiir den Photoeffekt zu liefern, der nach
den vorangegangenen Messungen Philip Lenard’s nicht durch die klassischen
Vorstellungen der Wechselwirkung von Licht und Materie beschrieben werden
kann.

Die Einsteinsche Photonenhypothese hatte aber eine noch viel weittra-
gendere Konsequenz, nimlich die Doppelnatur der Strahlung. Danach zeigt
das elektromagnetische Strahlungsfeld einmal die charakteristischen Eigen-
schaften der Wellennatur, also das Auftreten von Interferenz und Beugungs-
erscheinungen, etwa bei der Beugung von Rontgenstrahlen an Kristallgittern,
und ein andermal jene der Korpuskelnatur, wie sie beim Photoeffekt und bei

der Compton Streuung zu beobachten sind.

1.1.2 Der Compton Effekt (1923)

Die Beugung der Rontgenstrahlen wurde 1912 von Max von Laue entdeckt
und damit die Welleneigenschaft dieser Strahlung nachgewiesen. Dagegen
fand Arthur H. Compton 1923 eine Frequenzverschiebung harter Rontgen-
strahlung bei der Streuung an einem Paraffinblock und konnte dies als me-
chanischen Stof§ der Réntgen Quanten, der Energie fwg, an den Elektronen
des Materieblocks erklédren, indem er annahm, dass die Bindungsenergie der
Elektronen in der Materie weitaus kleiner als die Energie der Rontgen Quan-
ten ist. Aus der Energie- und Impuls Bilanz des freien Stosses zwischen einem
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Roéntgen Quant und einem Elektron (anfangs in Ruhe) konnte er seine Streu-

formel ableiten F2 )
2hwg . o
We — Wo = — 2 sin <2> , (1.9)

wobei w, die Frequenz der gestreuten Rontgen Quanten ist. Die beobachtete
Comptonsche Frequenzverschiebung hat sehr kleine Werte, dh. wg—w. < wq.
Der Nachweis der Dynamik eines mechanischen Stosses erfolgte bei diesem
Experiment durch Koinzidenzmessungen.

1.2 Das Bohr-Sommerfeldsche Atommodell (1913-1916)

Aus seinen Streuexperimenten mit a-Teilchen schlof§ Lord Rutherford 1911,
dass praktisch die gesamte Masse der Atome im Atomkern mit der positi-
ven Ladung Ze und mit einem Durchmesser von ca. 10~ cm konzentriert
ist und dass diesen Kern die Z Elektronen der Ladung —e auf Bahnen mit
einem Bahndurchmesser von ca. 1078 cm umkreisen, um die Kernladung zu
neutralisieren. Aus klassischer Sicht bereitet jedoch die Stabilitit dieses Mo-
dells grofle Schwierigkeiten, da die klassische Strahlungstheorie lehrt, dass
ein auf einer Kreisbahn den Atomkern umrundendes Elektron der Ladung
—e seine gesamte mechanische Energie innerhalb ~ 1078 sec in Form von
Strahlungsenergie verloren hat und in den Atomkern gestiirzt ist.

1.2.1 Die Quantisierungsbedingungen

Daher stellten Niels Bohr (1913) und Arnold Sommerfeld (1916) zusétzliche
Quantenpostulate auf. Dazu betrachten wir zunéchst den klassischen, aber
quantisierten Energieausdruck eines Planckschen Oszillators

p* 1
Dieser Energieausdruck stellt im sogenannten Phasenraum der Koordinaten
2 und p eine Schar von Ellipsen dar, die voneinander den Abstand A haben

und die Halbachsen

2F 2
an = V2mE = V2mhw , by, = 1/ ZZHLH (1.11)
mw mw

besitzen. Der Fliacheninhalt dieser Ellipsen ist durch das Phasenintegral

J = j{pd:c = a,b,m™ =nh (1.12)

gegeben und der Phasenraum ist demnach in Bénder der Flidche h unterteilt.
Dies ist in Abb. 1.2 veranschaulicht. Niels Bohr verallgemeinerte dieses Er-
gebnis auf die Bewegung der Elektronen im Atom und formulierte folgende
zwei Hypothesen:
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Abb. 1.2. Bohr-Sommerfeldsche Quantisierung

1. Quantenbedingung: Nur solche Bewegungen der Elektronen im Atom
sind erlaubt, fiir die das Phasenintegral die Bedingung erfiillt

j(l!pdq:nh7 (1.13)

wo p und q zueinander kanonisch konjugierte Variable sind. Diese erste Quan-
tenbedingung sorgt fiir die Stabilitit der Atome.

II. Quantenbedingung: Beim Ubergang zwischen zwei verschiedenen Elek-
tronenbahnen im Atom werden Einsteinsche Photonen emittiert oder ab-
sorbiert und da fiir das System Atom + Photon der Energieerhaltungssatz
gelten soll, sind nur solche Strahlungsfrequenzen zuléssig, die der folgenden
Frequenzbedingung geniigen

w=—— (1.14)

wo E, die Energie auf der anfinglichen Elektronenbahn und Fj jene auf der
Endbahn darstellen. Damit ist eine Erkldrung fiir die beobachteten atomaren
Linienspektren gefunden (Arnold Sommerfeld). Bei der Anwendung dieser
Quantisierungsbedingungen auf das Wasserstoffatom fand Niels Bohr (fiir
unendlich schweren Atomkern) die zuldssigen Energieniveaus

me4

E,=——5,
2h2n2

n=12 3, (1.15)
der gebundenen Zusténde des Wasserstoffatoms und im einfachsten Fall der
kreisformigen Elektronenbahnen, ergeben sich die Bahnradien zu

2
2 h 2

ap="n =n‘ap (1.16)

me?
wo ap = mh—; = 0,529 x 107® cm den Radius der ersten Bohrschen Bahn
darstellt und eine wichtige atomare Léngeneinheit bildet. Die durch Kombi-
nation der Energieniveaus FE,, erhaltenen Frequenzen
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En— En,
Wnm = = m=1,2,3, 0 >m (1.17)

geben gendhert die beobachteten Frequenzen der Spektrallinien des Wasser-
stoffs wieder. Die ganzen Zahlen n und m erhielten den Namen Quantenzah-
len.

Zu den Defekten der Bohrschen Theorie zé#hlt die Tatsache, dass erst
durch eine weitere Zusatzhypothese die Quantisierung des Drehimpulses in
Ubereinstimmung mit der Erfahrung gebracht werden konnte. Ferner versagt
beim Mehrelektronenproblem die Bohr-Sommerfeldsche Theorie vollkommen.
Ganz besonders aber sind die beiden ad hoc Quantenpostulate unbefriedi-
gend, welche die Stabilitdt der an sich klassischen Bohrschen Bahnen der
Elektronen im Atom erzwingen.

1.2.2 Das Korrespondenzprinzip (1923)

Um einen Zusammenhang zwischen der klassischen Mechanik und der Quan-
tenmechanik herzustellen, formulierte Niels Bohr 1923 das Korrespondenz-
prinzip. Dieses Prinzip besagt, dass fiir grole Quantenzahlen die Aussagen
der Quantentheorie in jene der klassischen Physik {ibergehen. Um dies an
einem einfachen Beispiel klar zu machen, betrachten wir in der Formel (1.17)
zwei benachbarte Energien E, und F,; und lassen n — oo streben. Dies
liefert die Frequenz

1
w(n+1,n)—>oo = %(En-l-l - En)

1\ 2 me*
14+ — -1 = . 1.18
< * n) ] h3n3 (1.18)

Andrerseits erhalten wir mit einer klassischen Rechnung fiir die Umlauffre-
quenz des Elektrons auf einer quantisierten Kreisbahn

v \V 2B me*
" - (1.19)

me4

 2h3n2

Wklass = —— = =
T agn? h3n3

und wir erkennen, dass das Resultat mit dem vorangehenden Ergebnis iiber-
einstimmt. Also gehen fiir groBe Werte der Quantenzahlen n die Ubergangs-
frequenzen w(y,41,n)—o00 benachbarter Energieniveaus in die klassischen Um-
lauffrequenzen wy,ss liber. Wir werden spéter eine ganze Reihe von Resulta-
ten erhalten, die auf andere Weise die Giiltigkeit des Korrespondenzprinzips
hervortreten lassen.
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1.3 Die Welleneigenschaften der Materie (1924-1926)

1.3.1 Die de Brogliesche Hypothese (1924)

Einen weiteren Impuls erhielt die Entwicklung der Quantentheorie durch die
Hypothese von Louis de Broglie (1924). Dieser Forscher erweiterte die durch
die Einsteinsche Lichtquantenhypothese herbeigefiihrte Dualitdt von Wellen-
und Teilcheneigenschaften des Lichtes auf alle Elementarbausteine der Mate-
rie (also auch auf Teilchen der Ruhemasse mg # 0), wie Elektronen, Protonen
etc. Nach de Broglie sollen zwischen Frequenz w und Wellenvektor k dieser
Materiewellen und den Teilchengréfien Energie E und Impuls p die gleichen
Zusammenhiinge bestehen, wie sie Einstein fiir die Lichtquanten postulierte,
also
E P

A 1.2
Y h (1.20)

Fiir Elektronen mit der kinetischen Energie £ ~ 100eV wiirde sich eine
Wellenliinge der de Broglie Wellen A ~ 10~% cm ergeben. Daher sollte es
zur Beugung und Interferenz dieser Materiewellen an periodischen Kristall-
strukturen kommen, ganz &hnlich den bereits bekannten Rontgenstrahlinter-
ferenzen. Der Nachweis solcher Beugungseffekte gelang Davisson und Germer
(1927) bei der Reflexion von Elektronen an Nickelkristallen.

1.3.2 Die Wellengleichung (1925-1926)

Bei einem Vortrag Erwin Schrodingers (1925) an der ETH in Ziirich iiber
die de Broglieschen Ideen wurde von Peter Debye bemerkt, dass die de Bro-
glieschen Wellen einer Wellengleichung geniigen sollten, von der bisher nicht
die Rede war. Es tritt also die Frage auf: In welcher Weise lassen sich klas-
sische Welle- und Teilchenvorstellungen miteinander verkniipfen. Als Aus-
gangspunkt wahlen wir mit de Broglie die einfache Annahme, dass einem
freien Elektron mit dem Impuls p und der Energie E eine ebene skalare
Welle, wie wir sie etwa von Schallwellen her kennen, zugeordnet werden kann,
also

W(x,t) = Ae Wik @) — po— 5 (Bi-pa) (1.21)

Da eine solche Welle unendlich ausgedehnt ist, kénnen wir mit ihr jedenfalls
nicht den Ort eines Elektrons festlegen. Doch aus dem nichtrelativistischen
Energiesatz fiir ein freies Elektron folgt fiir die de Broglie Wellen ein einfa-
ches Dispersionsgesetz, wie wir es von Schallwellen oder elektromagnetischen
Wellen her kennen. Aufgrund der Relationen (1.20) lautet dieser Zusammen-
hang , ,

[ N N L

- (1.22)

- 2m
Daher konnen wir in Analogie zur Elektrodynamik versuchen, der Bewegung
eines Elektrons ein Wellenpaket zuzuordnen. Dazu haben wir von Anfang an
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die Annahme gemacht, dass fiir die de Broglie Wellen das Superpositionsprin-
zip gilt, sodass wir aus dem obigen Dispersionsgesetz die Gruppengeschwin-
digkeit der de Broglie Wellen berechnen kénnen, ndmlich

dw hk p
=—=—="==10. 1.23
Vs dk m m Vel ( )
Also ist die Gruppengeschwindigkeit der de Broglie Wellen identisch mit der
Teilchengeschwindigkeit der Elektronen. Im folgenden ordnen wir daher ei-
nem in positiver z-Richtung sich bewegenden Elektron ein eindimensionales
Wellenpaket zu

1
vV2rh

Da ¢ (x,t) durch die lineare Uberlagerung von de Broglie Wellen entstand,
muss diese Funktion einer linearen partiellen Differentialgleichung in x und
t geniigen, dhnlich wie die Schall- und Lichtwellen. Dabei muss beim Ein-
setzen von ¥(x,t) in diese Differentialgleichung sich das obige Dispersions-
gesetz (1.22) der de Broglie Wellen reproduzieren lassen, wie dies auch bei
den Schall- und elektromagnetischen Wellen geschieht. Durch Einsetzen von
(1.24) koénnen wir leicht nachweisen, dass dies durch den folgenden Differen-
tialoperator geleistet wird

U(z,t) = / A(k)emilw®yt—kalqp — / c(p)e #EPOqp  (1.24)

R 0* ho R2k2 _
— 5 a5 - = _ —i(wt—kx) _
om o |1 at} Y(z,t) /A(k) [ o hw} e dk =0, (1.25)

da in der eckigen Klammer auf der rechten Seite dieser Gleichung das Disper-
sionsgesetz steht. Daher lautet die nichtrelativistische Schrédinger Gleichung
fiir die eindimensionale Bewegung eines freien Elektrons

h? 92 h

{M(’fx?Jrigt} Y(x,t) =0. (1.26)
Da der in dieser Gleichung auftretende Differentialoperator in z und ¢ kom-
plexwertig ist, werden im allgemeinen die Losungen der Schrodinger Glei-
chung auch komplexwertig sein. Daher wird die Wellenfunktion ) (x, t) nicht
direkt den messbaren Bewegungsgroflen des Elektrons, E, p, x, zugeordnet
werden kénnen. Wenn aber ¢ (z, t) einer Beugungswelle beim Experiment von
Davisson und Germer entsprechen soll, muss in Analogie zur klassischen ska-
laren Beugungstheorie der , Intensitit® |1 (z,)|? eine wesentliche Bedeutung
zukommen. Zur Klirung dieser Frage sind folgende weitere Uberlegungen
notig.
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1.4 Die Unschirferelation und die Interpretation von
(1926-1927)

1.4.1 Die Unschirferelation (Heisenberg 1927)

Ersichtlich ist die Schrodinger-Gleichung (1.26) eine lineare partielle Diffe-
rentialgleichung von zweiter Ordnung in der Koordinate z und von erster
Ordnung in der Zeit t. Daher stellt sie ein einfaches Anfangswertproblem
dar. Wenn ihre Losung ¢(z,0) fiir ¢ = 0 bekannt ist, so kann ihre Losung
Y(x,t) fiir t > 0 im Prinzip berechnet werden. Dazu machen wir im folgen-
den die Annahme, 1 (x,0) beschreibt die Lokalisierung eines Elektrons in der
Umgebung von z = 0 in der Gestalt einer Gaufischen Glockenkurve (Siehe
Abb. 1.3)

2

™

P(x,0) = Ae (1.27)
Diese Funktion ist im Intervall (—oo < x < 4+00) quadratisch integrabel und

wir nehmen an, dass a > 0 ist. Wir kénnen diese Funktion mit Hilfe der
Bedingung

+oo +o0 9 o
z,0)2dz = |A)? e T dr
[vb(,0)|

— 00 —00

] [ [

durch geeignete Wahl von A normieren, sodass bis auf einen Phasenfaktor
A= /% wird. Mit dieser Normierung folgt fiir ¢ = 0 die zum Wellenpa-
ket 9(x,0) im z-Raum zugeordnete Fourier-Transformierte ¢(p) im kanonisch

konjugierten p-Raum durch die Berechnung des entsprechenden Fourierinte-
grals (Siehe Anhang A.2.4)

Abb. 1.3. Zerflielendes eindimensionales Wellenpaket
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oo ey Lo e
reTnPrdy = / c(p)d / e PTPITy
\ / g ) W]
+oo
=1/ o / c(p)dp'2né(p — p') = V2rhe(p) . (1.29)

Auf der linken Seite ldsst sich das Integral iiber x mit Hilfe eines Tricks
berechnen. Man fiithrt die folgende quadratische Ergénzung aus

<a %2 + hp:c) _ [(f‘/; +i\/§ah>2 + 25;2] (1.30)

und verwendet die neue Integrationsverdnderliche £ = O‘\/”E + i f = sowie

der = gdﬁ . Damit erhalten wir

-1/2 2 _ +oo _52
C(p) = (27TFL) Tﬁe 2a2h? e dé-
—0o0

1 2
= ¢ .72 (1.31)

ahy/T

und dies stellt die gesuchte Fourier-Transformierte dar. Demnach ist auch
das Wellenpaket ¢(p) im Impulsraum von der Gestalt einer Gauf-Kurve.

Wenn wir daher in einer noch néher zu definierenden Weise durch die Wahl
von ¥ (z,0) Ortskenntnis des Elektrons fiir ¢ = 0 in der Umgebung Az von
x = 0 festlegen wollen, miissen wir gleichzeitig eine Impulsunschérfe Ap in der
Umgebung von p = 0 hinnehmen. Dabei stellt ¢(p) als Fourier-Transformierte
das entsprechende Wellenpaket des Elektrons im Impulsraum dar. Wenn wir
die halbe Breite dieser beiden Pakete als jene Werte x), = % und p, = Ap
definieren fiir welche [1/(42,0)[? = e~ '|A|? und |¢(32)[? = e~ 1|e(0)]? ist, dle
beiden Funktionen also auf den e-ten Teil des maximalen Wertes bei x = 0
bzw. p = 0 abgeklungen sind, so folgt aus diesen beiden Beziehungen

(ozA;)Z —1, <A2p O}ﬁ) =1 (1.32)

und nachdem wir die Wurzeln gezogen haben und fiir die ganzen Breiten Ax
und Ap die beiden resultierenden Gleichungen miteinander multiplizierten,
finden wir

Ax-Ap>h. (1.33)

Dies ist die einfachste Form der Heisenbergschen Unschirferelation (1927).
Sie ist ersichtlich die Folgerung aus einer allgemeinen Aussage der Theorie
der Fourier-Transformation, wonach die ,,Breite“ Ax einer Funktion und die
entsprechende , Breite“ Ak ihrer Fourier-Transformierten in der allgemeinen
Beziehung stehen, Ax - Ak ~ 1. Ein ganz analoger Zusammenhang besteht
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zwischen der Breite At einer zeitabhéngigen Funktion f(¢) und der Breite Aw
ihrer Fourier-Transformierten g(w), ndmlich At-Aw ~ 1. Auf die Bedeutung
dieser Beziehungen fiir den quantenmechanischen Messvorgang werden wir
spéter zuriickkommen.

Man kénnte nach unseren bisherigen Uberlegungen meinen, ein Elektron
liefle sich direkt durch ein Wellenpaket in Form einer kontinuierlichen Massen-
und Ladungsverteilung darstellen

pm(w,t) = m\¢(m,t)|2 ) pe(x.t) = —€|1/J$,t)\2a (1-34)

deren Schwerpunkte fiir ¢ = 0 bei x = 0 ruhen und fiir welche wegen der
Normierung von ¢(z,0) gilt

+00 Foo
/ P (z,0)dr =m, / po(x,0)dx = —e. (1.35)

— 00

Doch gegen diese Auffassung konnen wir folgende zwei schwerwiegende
Einwande vorbringen.

1.4.2 Zerflielen eines Wellenpaketes (Heisenberg 1927)

Wir betrachten die zeitliche Anderung des eindimensionalen Wellenpaketes
(z,t), indem wir in den Ausdruck (1.24) die Fourier-Transformierte ¢(p) aus
(1.31) einsetzen. Dies liefert

+oo 2 i
Y(x,t) = B/ e P EPEp (1.36)

— 00

wo B = (2my/mah?)™Y? und b = 53 + i5L: sind. Nach quadratischer
Erginzung, analog dem obigen Vorgehen, f(bpzf%px) = —[(Vbhp—i=2~)*+

21V
2 . .. . . x .
I@] folgt mit der neuen Veréinderlichen s = v/bp —1i N und dp = %ds die
osung

B 22 +oo 22
Y(z,t) = %(fW / e ds = B,/ %efm , (1.37)
—00

sodass wir nach Einsetzen von B und b die Losung der Schréodinger-Gleichung
(1.26) fiir t > 0 erhalten, wenn wir von der Anfangsbedingung (1.27) ausgehen

[0}

VT (a2
1/)(:E,t) _ 7\Fe 2(1tithaZ/m) (1.38)
\/1+ithet
und daraus
o _ (ax)?
(e, t)? = ——YT e FrthaZ/m | (1.39)
1+ (tha2 )2
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Wir erkennen sofort, dass die Breite des Wellenpaketes mit der Zeit sehr rasch
zunimmt und gleichzeitig das Maximum des Paketes rasch abfillt, obgleich
die Normierung des Wellenpaketes unabhéngig von der Zeit konstant gleich 1
bleibt. Dieses Verhalten ist in Abb. 1.3 veranschaulicht. Wir schlieflen daraus,
dass das betrachtete Wellenpaket zur direkten Identifikation eines Elektrons
ungeeignet ist, da es mit der Zeit sehr rasch zerfliet (Werner Heisenberg
1927).

1.4.3 Der Messprozess

Als néchstes betrachten wir einen typischen Messprozess an einem Elektron.
Wir nehmen an, ein Elektron bewege sich in z-Richtung mit dem Impuls
p. Wir ordnen diesem Bewegungszustand die de Broglie Welle oder die Zu-
standsfunktion v, (z, t) zu. Dieser Anfangszustand sei durch eine ebene Welle
Yo(z,t) = Aexp[—+(Et — px)] beschrieben. Da diese Welle unendlich ausge-
dehnt ist, haben wir durch sie fiir das Elektron keine Ortsinformation. Wir
wollen uns fiir das Elektron eine Ortsinformation in y-Richtung beschaffen,
indem wir als makroskopische Messapparatur dem Elektron in y-Richtung
eine Blende der Offnung b in den Weg stellen. Dadurch gelingt uns zwar eine
Lokalisierung des Elektrons im Bereich b der y-Richtung vorzunehmen, doch
durch diesen Messvorgang wird die quantenmechanische Zustandsfunktion
¥, (z,t) des Elektrons infolge der Beugung am Spalt in unwiederbringlicher
Weise (Irreversibilitit des Messvorganges) in eine Beugungswelle wg” (z,y,t)
abgeéndert, die den neuen quantenmechanischen Endzustand des Elektrons
beschreibt. Im Gegensatz zu 1, (x,t) enthilt nun

wgl)($7y’t):/A1<py)e_%(Et—pmx—pyy)dpy (1_40)

im Bereich des zentralen Beugungsmaximums Impulswerte p, ~ psin 6 ~ pf,
wo 6 den Winkel in Richtung des ersten Beugungsminimums darstellt, wie
in Abb. 1.4 angedeutet. Aus der Beugungstheorie ist jedoch bekannt, dass
0~ % ist, wobei die Wellenlédnge A nach de Broglie durch A = % gegeben ist,

sodass 6 ~ % folgt. Daraus ergibt sich p, = pf = % oder
bpy =2 27h. (1.41)

Also hat in Ubereinstimmung mit der Heisenbergschen Unschirferelation
(1.33) die Ortsmessung in y-Richtung am quantenmechanischen Mikrosystem
des freien Elektrons, beschrieben durch die Zustandsfunktion ¢, (x,t), diesen
Zustand in unwiederbringlicher Weise abgeéndert und die neue Zustands-
funktion zpél)(x,y,t) bringt automatisch eine Impulsunschérfe p, mit sich.
Auch hier erweist sich die direkte Identifikation eines Elektrons mit einem
Wellenpaket als unsinnig. Anstelle uns auf die klassische Beugungstheorie zu
berufen, konnen wir natiirlich auch in (1.40) die Fourier-Amplitude A;(p,)
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S

\4

Ya(x,1) Ye(X,,1)
Abb. 1.4. Der Messprozess

explizit berechnen. Die einfallende Welle ¢, (x,t) hat die Amplitude A und
diese ist vor dem Spalt in y-Richtung iiberall gleich. Durch den Schirm wird
die Welle in y-Richtung auf den Bereich —g <y< +§ eingeschrénkt. Daher
haben wir fiir die Streuwelle hinter dem Schirm die Fourier-Transformierte

. pyb
A [t ApSin (7)
A - “nPyY = — 7 1.42
l(py) I /_g e dy o <M) ( )
2 2k
zu berechnen. Diese hat fiir p, = 0 den Wert A;(0) = 42 und ist eine

periodische Funktion von p,, deren Amplitude wegen des Nenners rasch nach
Null abklingt. Ferner hat die Funktion A;(p,) ihre ersten beiden Nullstelle
bei ;%b = &7, woraus wir schlieen p,b = £2h7 = £h in Ubereinstimmung
mit obigem Resultat (1.41).

Aus dhnlichen Uberlegungen ist es auch vollig fruchtlos zu glauben, man
konne bei Verwendung eines Doppelspaltes beim obigen Beugungsexperiment
durch VerschlieBen einer der beiden Offnungen feststellen, durch welche der
beiden Offnungen ein Elektron, beschrieben durch eine einfallende de Broglie
Welle ¢, (x, t), hindurchgegangen sei, denn das Beugungsphinomen an einem
Doppelspalt ist im Vergleich zur Beugung an einem einfachen Spalt grundle-
gend verschieden, denn die beiden entsprechenden Endzustéinde 1/122) (z,y,t)
und wél)(x, y,t) sind keinesfalls die gleichen und man gewinnt daher durch
Abdecken des einen Spalts nicht die gewiinschte Information, ob beim Dop-
pelspalt das Elektron durch die eine oder die andere Offnung hindurchge-
gangen sei, denn durch die Abdeckung geht wg” in wél) iiber und damit
geht die gewiinschte Information verloren, denn das Beugungsphenomen wur-
de abgeéndert. Dies ist auch vollig klar zu erkennen, wenn man neben der
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Fourier-Transformierten A;(p,) fir den einfachen Spalt auch die Fourier-
Transformierten As(py) fir den Doppelspalt berechnet. Im wesentlichen ist
WP (z,y,t) = 1D (2, y, )+ 0P (2,9, 1), wenn (a) und (b) die beiden iden-
tischen Offnungen des Doppelspalts kennzeichnen. Daher ist die , Intensitit®
des Beugungsphidnomens am Doppelspalt durch den Ausdruck gegeben

W3 (@, )2 = [0 (2, y,8) 2 + [0 (2, y, )2
+2Re {wS’”(x, y, ) (@, y,t)]*} (1.43)

und wenn der eine Spalt abgedeckt wird, verschwindet vorallem der Inter-
ferenzeffekt, dh. der letzte Term in (1.43), der durch die Uberlagerung der
beiden Beugungswellen entsteht, die von den Offnungen (a) und (b) ausge-
hen. Ganz allgemein, bei jeder auch noch so kleinen Stérung, beim Versuch
festzustellen, durch welche Offnung ein Elektron gelangte, wird der Zustand
¢§2) (z,y,t) abgeiindert, entgegen der Vorstellung, dass dies ohne Abénderung
des Zustandes moglich sei.

1.4.4 Interpretation der -Funktion (Max Born 1926-1927)

Bisher haben wir keine Aussage gemacht, wie das durch die Zustandsfunktion
Y. (z,y,t) beschriebene Beugungsphenomen experimentell nachweisbar ist.
Wenn auf die betrachtete Blend6ffnung in z-Richtung ein schwacher Strahl
monoenergetischer Elektronen auftrifft, konnen die hindurchgelassenen FElek-
tronen in einem bestimmten Abstand d, etwa durch Lichtblitze auf einem
Szintillationsschirm oder Schwirzungen auf einer Photoplatte, registriert wer-
den. Diese Lichtblitze bzw. Schwirzungen erfolgen durch Stoflanregung und
sind daher eine Folge des Teilchencharakters der Elektronen. Wenn im Laufe
der Zeit eine grofle Anzahl N von Elektronen auf dem Schirm aufgefallen ist,
dann koénnen wir die Zahl dN, von Elektronen bestimmen, die zwischen y
und y + dy auf dem Schirm auftrafen. Wir stellen dabei fest, dass das Wahr-
scheinlichkeitsgesetz der statistischen Verteilung der aufgetroffenen Elektro-
nen gegeben ist durch

lim —= = dW(y) = |we(day7t)‘2dy (144)

Dieses Resultat bleibt unveréindert, selbst wenn der Elektronenstrahl noch
so schwach ist, sodass Elektronen in groflen Zeitabstinden auf dem Schirm
S auftreffen. Daraus schlieffen wir, dass jedem einzelnen Elektron eine Beu-
gungswelle ¢, (z, y, t) als Wahrscheinlichkeitsamplitude zuzuordnen ist. Dabei
haben wir bereits angenommen, die Funktion v, (x,y,t) sei fir festes z = d
im Bereich (—oo < y < 4+00) auf den Wert 1 normiert worden, also

+oo
[ ee=daypPay=1. (1.45)

— 00
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Schliellich folgt dann aus dieser Interpretation automatisch, dass auch der
Fourier-Amplitude A;(p,) in (1.42) die entsprechende Wahrscheinlichkeitsin-
terpretation zukommt, wonach

dW (py) = |A1(py)*dp, (1.46)

die Wahrscheinlichkeit ist, dass auf dem Schirm Impulskomponenten der
Elektronen zwischen p, und p, +dp, gemessen werden kénnen. Wenn wir da-
her die Wahrscheinlichkeit (1.46) mit der Zahl N der aufgefallenen Elektronen
multiplizieren, erhalten wir die Zahl dV, jener Elektronen, die mit Impuls-
komponenten in y-Richtung zwischen p, und p,+dp, durch die Schirméffnung
hindurchgelassen wurden. Damit sind unsere urspriinglichen ,, Wellenpakete®
im z-Raum und im kanonisch konjugierten p-Raum Wahrscheinlichkeitsam-
plituden, deren Breiten Az und Ap, entsprechend statistisch zu interpretie-
ren sind. Dasselbe gilt natiirlich dann auch fiir die Heisenbergsche Unschérfe-
relation.

Ubungsaufgaben

1.1. Finde durch Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes nach # das
Wiensche Verschiebungsgesetz (W. Wien 1893), wonach AT = const. ist,
wo A jene Wellenlénge darstellt, bei der die Plancksche Intensitétsverteilung
fiir eine bestimmte Temperatur 7' ihr Maximum hat. Betrachtet man die
Sonne genéhert als einen ,,schwarzen Korper®, konnte man um 1900 mit Hilfe
des Wienschen Gesetzes die Temperatur auf der Sonnenoberfliche zu ca.

6000 °K bestimmen. Man kann den dimensionslosen Parameter a = k};”T

einfithren und das Extremum der Funktion % aufsuchen. Die Gleichung fiir

das Extremum liefert die Naherung fiir das Verschiebungsgesetz AT =2 gg};
Bei einer mittleren Wellenléinge des Balmer Spektrums von A 22 5 x 107 cm,

folgt dann fiir die Sonne die oben angegebene Temperatur.

1.2. Unter der Annahme, dafl die Eigenfrequenzen eines kristallinen Festkor-
pers quasi-kontinuierlich verteilt sind und die Energiedichte ihrer Schwin-
gungen bei der Temperatur 7" dem Planckschen Gesetz geniigt, leite durch
Integration iiber alle Eigenfrequenzen einen Ausdruck fiir die innere Energie
U(T) des Festkorpers ab. Dabei ist zu beachten, dafl die Gesamtzahl der Ei-
genfrequenzen, etwa eines kubischen Kristallgitters, durch 3N?3 beschrinkt
ist, was bei der Integration eine obere Grenze festlegt. Zeige, dafl dann fiir
die spezifische Wérme C,(T") bei konstantem Volumen aus diesem Modell
folgt C(T) = 9% = const.T'3. Dies ist bei tiefen Temperaturen in Uber-
einstimmung mit dem Experiment (Peter Debye 1912). Zur Integration des
Planckschen Gesetzes iiber alle Frequenzen im Bereich 0 < v < vy, fithrt
man obigen Parameter o ein. Dies liefert einen Faktor T vor das konstante
Parameterintegral. Damit ist U(T') ~ T%.
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1.3. Warum wird die Debyesche Theorie gerade bei niederen Temperaturen
T in so guter Ubereinstimmung mit dem Experiment sein? Bei der Beant-
wortung dieser Frage ist das Wiensche Verschiebungsgesetz und der Abstand
der Gitteratome eines Festkorpers behilflich.

1.4. Zeige mit Hilfe (1.2), daf die gesamte Strahlungsenergie im Hohlraum
bei der Temperatur 7" proportional 7% ist (Stephan-Boltzmann Gesetz 1879).
Hier geht man #hnlich wie unter Aufgabe 1.2 vor. Wie kann man mit Hilfe
des Stefan-Boltzmann Gesetzes die Sonnentemperatur bestimmen?

1.5. Welche minimale Frequenz eines Rontgen Quants ist erforderlich, wenn
die Austrittsarbeit eines Metalls A = 5 eV betridgt. Nach Einstein gilt fur
den Photoeffekt die Energiebilanz F. = hv — A.

1.6. Leite aus der Energie und Impulsbilanz des Photon-Elektron Stofles beim
Compton Effekt die Comptonsche Frequenzformel fiir ein anfangs ruhendes
Elektron ab. Betrachte den Stofiprozef in der (z,y)-Ebene und lasse das
Photon in z-Richtung einfallen. Neben der Energiebilanz stellt man die Im-
pulsbilanz des Stoflprozesses in der z- und y-Richtung auf und quadriert diese
beiden Impulsgleichungen. Sie ergeben dann zusammen mit der Energieglei-
chung die Comptonsche Streuformel.

1.7. Zeige, dafl ein klassisches Elektron, das sich auf einer Kreisbahn vom
Radius r = ag mit der Energie E = |E;| bewegt, innerhalb von ¢ 22 1079 sec
seine gesamte Energie in Form von Strahlungsenergie verloren hat. Verwende

2§i§2 fiir die emittierte Strahlungsleistung und

beachte, daf auf der Kreisbahn die Beschleunigung a = g ist, wo v & v auf
der ersten Bohrschen Bahn gesetzt werden kann. Mit Pt & |Fy| erhilt man
dann das angegebene Resultat.

dazu die Larmor Formel P =

1.8. Zeige mit Hilfe der de Broglieschen Beziehung A = % und den Energie-

werten des H-Atoms nach der Bohrschen Theorie |E,| = %7 daf} auf einer

Bohrschen Kreisbahn vom Radius a,, = n2ag genau n Wellenlingen A\ Platz
haben. Dabei ist wegen des Virialtheorems (2.103) die Ndherung p = y/2m|E)|
gerechtfertigt. Mit den gemachten Angaben findet man \ = 2=

n

1.9. Berechne fiir einen Doppelspalt die Fourier-Transformierte Az (p,) und
vergleiche diese mit (1.42) fiir den einfachen Spalt von Abb. 1.4. Zeige, dafl
ein zuséatzlicher Interferenzterm auftritt, der verhindert, dafl man durch Ab-
decken des einen Spalts feststellen kinnte, durch welche Offnung ein Elek-
tron hindurchging, da dadurch auch die Zustandsfunktion abgeindert wird,
im Gegensatz zu klassischen Vorstellungen. Wenn zwei Spalte der Breite b im
Abstand d voneinander liegen, erhilt man fiir die Fourier-Transformierte des
Doppelspalts

Ab sin « d b
Ag(py)Zg o [1—#005 (%)] , a:2—yh. (1.47)
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1.10. Berechne innerhalb welcher Zeit das Maximum bei x = 0 der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (1.39) des Wellenpaketes auf den halben Wert ab-
geklungen ist und zwar (1) fiir ein Elektron vom Radius @ = Az =
2.82 x 10713 cm und der Masse m = 0.9 x 10727 g und (2) fiir einen makro-
skopischen Korper vom Durchmesser d &2 Az = 1 ecm und der Masse m = 1 g.
Aus der obigen Beziehung (1.39) leitet man die Formel At = \/3;7(2‘177")2 ab und

findet damit im Fall (1) At 22 3 x 1072 sec und im Fall (2) At = 3 x 10?5 sec.
Welche Schlussfolgerungen sind daraus fiir makroskopische Korper zu ziehen?



2 Grundlegende Theoreme
und Axiome der Quantenmechanik

2.1 Vorbemerkung

Die vorangegangenen Uberlegungen und Resultate lassen sich zu folgenden
fundamentalen Postulaten und Theoremen der Quantenmechanik verallge-
meinern. Unser Ausgangspunkt wird dabei die Schrodinger Gleichung und
die Interpretation ihrer Losungen sein.

2.2 Die Schriédinger Gleichung

2.2.1 Grundlegende Annahmen

Im einleitenden Kapitel haben wir gefunden, dass die eindimensionale Bewe-
gung eines freien Teilchens durch die Schrodinger Gleichung

2
EICO R I

beschrieben wird. Wenn wir diese Differentialgleichung mit dem klassischen

Energieausdruck
1

2
S 2 _E—0 2.2
5P (2.2)
fiir ein freies Elektron vergleichen, das sich in z-Richtung mit dem Impuls p,
bewegt, so kann die Schrédinger Gleichung offenbar erhalten werden, indem
wir p, und E durch die folgenden Differentialoperatoren ersetzen (lineare
Differentialoperatoren)
0 1o}
e — —ih—, B —ih— 2.3
b uer ot (23)

und den resultierenden Differentialoperator auf die Zustandsfunktion ¢ (z, t)
wirken lassen. Da aber )
=2 (2.4)

2m

die klassische Hamilton Funktion eines freien Teilchens darstellt, erhalten wir
mit der obigen Substitution
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0L, 1)

(2.5)

wo nun der entsprechende quantenmechanische Hamilton-Operator lautet

- h? 0?
H=—-——— 2.6
2m 02 (26)
und wegen der Giiltigkeit des Superpositionsprinzips einen linearen Differen-
tialoperator darstellt. Als Verallgemeinerung dieses Resultates formulieren
wir folgendes:

Postulat 1a

Die Zustands- oder Wellenfunktion (1, 3, ...x N, t) eines beliebigen, nicht-
relativistischen quantenmechanischen Systems geniige der Schrédinger Glei-

chung
Hy = 1ha—¢,¢ (@1, g, .. N, T) (2.7)

wo der entsprechende Hamilton-Operator H aus der korrespondierenden
klassischen Hamilton Funktion H(x1, s, - xN; p1, P2, PN; t), in karte-
sischen Koordinaten, durch die Substitution

erhalten wird, wobei N die Zahl der Teilchen des Systems darstellt, un-
abhéingig ob mit oder ohne gegenseitige Wechselwirkung der Teilchen. In
dieser sogenannten Schrodinger-Darstellung der Quantenmechanik gehen die
klassischen kartesischen Impulse der Teilchen in Differentialoperatoren iiber
und die kartesischen Koordinaten der Teilchen in multiplikative Operatoren.
Spéiter werden wir auch Verallgemeinerungen zu betrachten haben, fiir die
keine klassische Hamilton Funktion vorliegt. Die Substitution (2.8) kann als
ein Ausdruck des Bohrschen Korrespondenzprinzips aufgefasst werden.

Fiir die folgenden Uberlegungen konzentrieren wir uns auf den einfachen
Spezialfall eines Teilchens, das sich in einem Potentialfeld V(x,t) bewegt.
Dann lautet die klassische Hamilton-Funktion (Vgl. Anhang A.131)

2

H= é’—m V(1) (2.9)

und daher die korrespondierende Schrodinger Gleichung

hQA Ve, t t *'ha t 2.10
7% + (:13,) w(ma)*law(%) ( )
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Postulat 2a

Dieses betrifft die statistische Interpretation der Zustandsfunktion oder Wel-
lenfunktion. Wir betrachten eine sehr groie Anzahl N — oo identischer und
voneinander unabhéngiger Rdume, in denen iiberall die gleiche Potentialfunti-
on V(z,t) herrscht. In jedem dieser Rédume sei die Bewegung eines Teilchens
durch dieselbe Zustandsfunktion ¢ (x,t) beschrieben. Dann sei die a-priori
Wahrscheinlichkeit irgend eines der Teilchen in seinem Raum im Volums-
element d3z in der Umgebung des Ortes @ zur Zeit ¢ anzutreffen, definiert
durch

dW (x,t) = P(z,t)d*x (2.11)

und diese Wahrscheinlichkeit sei a-posteriori durch Messung bestimmbar, in-
dem wir den Limes betrachten

dN(x,t
lim 7(33’ )

Noeo N (212)

wo dN(x,t) die Zahl jener Rdume ist, in denen sich das jeweilige Teilchen
zur Zeit ¢ in der Umgebung d3z von der Stelle « befindet. Gemiiss den Ana-
lysen von Max Born ist dabei die gesuchte Wahrscheinlichkeitsdichte in der
Quantenmechanik gegeben durch

P((B,t) = w*(w7t)w($7t) = W(%tﬂg : (2'13)

Anstelle der gleichzeitigen identischen Messungen an den rdumlich getrenn-
ten identischen Systemen, kénnen wir bei Einhaltung stationédrer Verhéltnisse
auch eine zeitliche Aufeinanderfolge von Messungen an identisch préparierten
Systemen betrachten, wie wir es beim elementaren Streu- oder Beugungsex-
periment im einleitenden Kapitel taten.

Die soeben formulierte statistische Interpretation von 1*1) wird auch da-
durch plausibel, dass wir spéter zeigen konnen, wie aufgrund dieser statisti-
schen GesetzméfBigkeiten in der Quantenmechanik die mittlere Bewegung ei-
nes Teilchens weiterhin der klassischen Bewegungsgleichung geniigt. Im Laufe
der fast 80 Jahre, die seit der statistischen Interpretation der Quantenmecha-
nik durch Max Born vergangen sind, wurde diese Interpretation in vielfdltiger
Weise durch Vergleich mit dem Experiment erhértet.

2.2.2 Erhaltung der Wahrscheinlichkeit

Aus der statistischen Interpretation folgt als erste Bedingung, dass die Ge-
samtwahrscheinlichkeit, ein Teilchen irgendwo im Raum anzutreffen, endlich
und konstant sein muss. In der nichtrelativistischen Quantenmechanik, in der
Teilchen weder erzeugt noch vernichtet werden, ist diese Bedingung &quiva-
lent mit dem Satz von der Erhaltung der Teilchenzahl. Der Satz von der
Wahrscheinlichkeitserhaltung besagt, dafl
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/ P(x,t)d%z = / ¥ (x, )y (x, t)d3z = const. (2.14)
V—=o0 V—o0

ist, wobei wir voraussetzen, dass die Losungen ¢ (x,t) der Schrodinger Glei-
chung quadratisch integrable Funktionen sind. Anders ausgedriickt, soll gel-
ten d

de V=00
Zum Nachweis fithren wir die Differentiation aus und ersetzen mit Hilfe der
Schrodinger Gleichung (2.10) und ihrer komplex konjugierte Form die zeitli-
chen durch die rdumlichen Ableitungen. Dies ergibt zun#chst

O (x, t)(x, t)d3z = 0. (2.15)

d “pd3x = O () dPe = T O\
& V—»oowl/}dx_/V—moa(w w)dx_/\/—wo (1/) ot “"1/} 8t>dx
—i * _ * 3
=5 Vﬁm(w Ay — APz (2.16)

und daraus folgt dann unter Verwendung des Greenschen Satzes der Vektor-
analysis (Vergleiche Anhang A .4)

4 Yrpdie = i (W*Vi — VY )do =0 (2.17)

dt V—o00 2m S—o0 ’ .
wobei das Verschwinden des letzten Integrals nur dann moglich ist, wenn
die zuldssigen Losungen der Schrodinger Gleichung ganz bestimmten Rand-
bedingungen geniigen. Diese kénnen zum Beispiel lauten, dass fiir r — oo
die Losungen ¢ proportional 7! gegen Null streben und daher das Ober-
flichenintegral verschwindet, denn do ~ r2. Doch nicht alle physikalisch in-
teressanten Losungen geniigen einer solchen Randbedingung. Wenn wir es
etwa mit einem Strom von Elektronen zu tun haben, die an einem Atom
gestreut werden, dann wird 1) ~ exp[—+(Et — p - @)] sein und wir werden
andere Randbedingungen auferlegen miissen, damit in (2.17) auf der rechten
Seite das Integral verschwindet. Eine der Moglichkeiten besteht darin, dass
das Volumen V ein sehr grofler Raumwiirfel der Kantenlinge L — oo ist
und wir verlangen, dass ¢ auf gegeniiberliegenden Wiirfelfliichen periodische
Randbedingungen erfiillt, sodass also gilt ¥(z,y, 2,t) = ¥(x + L,y, 2,t) =
Y(x,y+ L, z,t) = Y(x,y,z + L,t). (Vergleiche Abschn. 3.3.4)

Ist dann eine der als moglich genannten Randbedingungen erfiillt, ldsst
sich die Losung ¢(z,y, z,t) der Schrodinger Gleichung in geeigneter Weise
normieren, ohne dass sich dadurch der Losungscharakter édndert. In Uberein-
stimmung mit der Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist es zweckméssig, die
Normierung so festzulegen, dass die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen irgend-
wo im Volumen V anzutreffen = 1 wird. Also

/Vp(m,t)d%:/Vw*(m,t)qp(a;,t)d%:/Vw(x,t)\?d%:1. (2.18)

Die Losungen der Schrodinger Gleichung miissen demnach quadratisch inte-
grable Funktionen sein.
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2.2.3 Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Dazu betrachten wir erneut die Gleichung (2.17) und wenden auf der rechten
Seite den Gaufischen Satz (A.12) an. Dann erhalten wir

o, . ih N N
| [mw ¥) - v v - wvu)| =0 (2.19)

und dies gilt fiir ein beliebiges Volumen V. Daraus kénnen wir schliefen, dass
der Satz von der Erhaltung der Wahrscheinlichkeit in differentieller Form die
Gestalt einer Kontinuititsgleichung hat, ndmlich

0

&P(w,t) + div?(m,t) =0, (2.20)
wenn wir neben der Wahrscheinlichkeitsdichte P(«,t) noch eine Wahrschein-
lichkeitsstromdichte definieren

3@ 1) = o (T~ V) (221)

Damit haben wir dann als quantenmechanisches Gegenstiick zur klassischen
Teilchenbewegung die Angabe der Teilchenstromdichte als Funktion von Ort
und Zeit. Da P(x,t) und j(x,t) iiberall eindeutig und stetig sein miissen, fol-
gen als weitere Randbedingungen die Stetigkeit von ¢ (x,t) und von Vi (x,t)
etwa an der Trennfliche zwischen zwei Raumbereichen, in denen verschiedene
Potentiale V(x,t) wirken.

2.2.4 Erwartungswerte

Wenn eine klassische, physikalische Gréfle die moglichen Werte x,, haben kann
und diese mit den Wahrscheinlichkeiten w,, auftreten kénnen, dann ist der
Mittelwert aller Messungen dieser Grofle oder ihr Erwartungswert gegeben

durch
(@) = anwn. (2.22)

Analog ist in der Quantenmechanik der Erwartungswert einer physikalisch
messbaren Grofle, einer sogenannten Observablen, im vorhin beschriebenen
Sinn, der Mittelwert der Messungen dieser Gréfle an den Elementen des En-
sembles gleichartig praparierter Systeme. Oder, mathematisch ausgedriickt,
ist er die Erwartung fiir das Resultat einer einzigen Messung dieser Observa-
blen an einem dieser Systeme. Befindet sich das System im Zustand ¢(z,t),
so ist der Erwartungswert fiir die Messung des Ortsvektors & gegeben durch

= " (x x 3y = e, ) (x 3q. .
<””>‘/V O (), £)d /Vw (e, 1)d (2.23)
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Dabei ist im Fall der Ortsmessung keine der beiden Schreibweisen vorzuzie-
hen. Wenn die Observable, deren Erwartungswert zu berechnen ist, nur eine
Funktion f(x) des Ortes x ist, dann fithren die beiden Schreibweisen des Er-
wartungswertes (2.23) zum selben Resultat. Die beiden Verfahren fiihren aber
nicht notwendig zum richtigen Resultat, wenn die Observable eine Funktion
des Impulses oder der Energie ist. Dies erkennen wir, wenn wir etwa den Er-
wartungswert des Impulses p berechnen wollen. Dann ergeben sich die beiden
Moglichkeiten

= —1h/V (Y 1p)d3z oder (p) = —lh/w Viydiz. (2.24)

Doch wir erkennen sofort, dass im allgemeinen hier die beiden Berechnungen
zu verschiedenen Resultaten fithren werden. Wir gelangen aber zu einer ein-
deutigen Definition des quantenmechanischen Erwartungswertes, wenn wir
die sinnvolle Annahme machen, dass der Hamiltonoperator H und der Ener-
gicoperator £ = ih% zum gleichen Erwartungswert (E) der Energie eines
Teilchens im Zustand ¢ (x, t) fiihren sollen, dass also gilt

<;2A+V(m t)> <ih§t> . (2.25)

Bei Anwendung der zweiten Methode in (2.24) erhalten wir zunichst durch
Multiplikation der Schrédinger Gleichung (2.10) von links mit *(x,t) die
Gleichung

2

W (@, 1) [—:mA + V(:Jc,t)] V(e t) = ihw*(m,t)%w(a:,t) (2.26)

und daher in Ubereinstimmung mit der Voraussetzung (2.25) fiir den Erwar-
tungswert der Energie

/1/1 [—A+V(a: t)] Ppdix = 1h/¢ —yd3x. (2.27)
Die erste Methode in (2.24) verlangt hingegen, dafl
h? 0
oA V@) v @ (e = 6 @ 0u@] (229

ist und bei Ausfithrung der Differentiation ergibt sich sofort ein Widerspruch
mit der Schrodinger Gleichung.

Postulat 3a

Damit gelangen wir zu einer allgemeinen Regel fiir die Auffindung des Erwar-
tungswertes einer Observablen A, die durch einen Operator A beschrieben
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wird und der explizit von den Koordinaten x, dem Impuls p, der Energie F
und der Zeit t abhdngen kann, ndmlich

5 ) (x, t)dz . (2.29)

Damit kénnen wir dann zeigen, dass diese Wahl fiir die Berechnung der Er-
wartungswerte <A> einer physikalischen Observablen A auf Resultate fiihrt,
die mit jenen des klassischen Gegenstiicks iibereinstimmen. Dazu ist auch
noch notwendig, dass die physikalisch zuldssigen Operatoren A, die Eigen-
schaft haben, dass sie hermitesch bzw. selbstadjugiert sind, da nur diese Ope-
ratoren auf reelle Erwartungswerte fithren und damit physikalisch messbaren
Groflen zugeordnet werden konnen.

(A(z,p,E,t)) = /w*(w,t)A(a:, —ihv,ihg,

2.2.5 Hermitesche Operatoren

Allgemein ist zu einem Operator A der hermitesch adjungierte Operator At
definiert durch die Beziehung

/ £ (@) A g(w))d% = / AT f@)) g(a) e, (2.30)

wo f(x) und g(x) zwei beliebige, quadratisch integrable skalare Funktionen
sind. Hat der Operator A die Eigenschaft, dass fiir ihn gilt AT = A, dann
heifit der Operator hermitesch und die Beziehung (2.30) lautet dann

/ F* (@) A gla)]dx = / (A f(2)]"g(x)dx (2.31)

und in diesem Fall sind dann die Erwartungswerte von A reelle Zahlen.
Also gilt dann (A) = (A)* und wir kénnen vermuten, dass die physikalisch
messbaren Groflen, die sogenannten Observablen, sich in der Quantenme-
chanik durch hermitesche Operatoren beschreiben lassen, da diese reelle Er-
wartungswerte besitzen. Zunéchst legen wir die Eigenschaften hermitescher
Operatoren den folgenden Uberlegungen zugrunde (Vgl. Anhang A.2.1).

2.2.6 Zeitliche Anderung der Erwartungswerte

Nachdem wir gesehen haben, wie der Erwartungswert eines quantenmecha-
nischen Operators zu berechnen ist und dass dieser Operator hermitesch sein
sollte, kénnen wir nun auch die zeitliche Anderung eines solchen Erwartungs-
wertes berechnen. Wir betrachten dazu

d . d [ .. o ..
G =5 [vdvas= [ Zw i

~ v mdn+ % <Aw>] (2.32)

i) e
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und verwenden die Schrédinger Gleichung (2.5) in ihrer allgemeinen Form.
Dann erhalten wir aus (2.32) weiter

d, . LOA i IS
G = [oSte- v dfiv s ey v| e
_<%;4>+;/(¢*HA¢¢*AH¢)C1% (2.33)

oA Y
(%) i),
wo wir wegen der Hermitezitdt des Hamilton-Operators setzen konnten
/(H V) Aypdie = /w*ﬁAwdi”x (2.34)
und wir gleichzeitig den Kommutator von H und A definiert haben
[H,A}:HA—AH. (2.35)

Diese Definition des Kommutators zweier quantenmechanischer Operatoren
und ihre Eigenschaften werden wir spéter eingehender zu untersuchen ha-
ben. Die Gleichung (2.33) kann man als das quantenmechanische Gegenstiick
zur Poissonschen Gleichung der klassischen Hamiltonschen Mechanik (Vgl.
Anhang A.6.4) interpretieren, sodass wir, &hnlich wie dort, auf die Konstan-
ten der Bewegung eines quantenmechanischen Systems gefiihrt werden. Auch
lésst sich diese Analogie als Beleg fiir das Wirken des Bohrschen Korrespon-
denzprinzips auffassen. Der enge Zusammenhang mit der klassischen Mecha-
nik wird noch klarer, wenn wir einen speziellen Fall betrachten.

2.2.7 Das Ehrenfestsche Theorem (1927)

Paul Ehrenfest hat gezeigt, dass die klassischen Newtonschen Bewegungsglei-
chungen fiir ein Teilchen, das sich in einem Potentialfeld V(x,t) bewegt

dx dp

— = — = -=VV(x,t 2.36
mSe —p, P (a.1) (236)
auch in der Quantenmechanik erfiillt sind, wenn alle in diesen Gleichungen
auftretenden Vektoren durch die Erwartungswerte der entsprechenden quan-

tenmechanischen Operatoren ersetzt werden, also

d@)  d o 9y
<f> - Cu/w*;f:wd?’m:/(w@him) &z

At ot
[ ih i . iho e
= / {Ip & <2mmp hvw) + 3 (Qmmz; + 2V ﬂ d®z
_ i [* & Ap — Ap* (2 9)] . (2.37)

2m
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Doch da der Laplacesche Operator (geméss Anhang A.2.1) hermitesch ist,
geht die rechte Seite von (2.37) iiber in

— T AY —PTA(T 3 2.
[ e av - vt A d' (2.38)
und da A(Z ) =T Ay + 2 - gilt, folgt schliefilich

@ i [ .0 _ (Ps)
a4 ’E/‘[’ Sy = L (2.39)

Dies ist die erste Ehrenfestsche Gleichung. Fiir die Herleitung der zweiten Eh-
renfestschen Gleichung verwenden wir unser Resultat (2.33) fiir die zeitliche
Anderung des Erwartungswertes eines Operators. Demnach gilt

b ) - (). 0o

:/{w %_w (Vw)] (2.40)

/w O b = <2¥>

wobei wir die Tatsache verwendet haben, dass die Operatoren A und a@
miteinander kommutieren. Hier erkennen wir sofort, dass (p,) = const. wird,
wenn %V = 0 ist, ganz in Analogie zur klassischen Mechanik wo entsprechend
pr = const. gilt, also p, in diesem Fall eine Konstante der Bewegung dar-
stellt. Wir werden uns spéter nochmals nidher mit Bewegungskonstanten zu

beschéftigen haben.

2.2.8 Die Impuls-Wellenfunktionen

Als Verallgemeinerung unserer Uberlegungen in Abschn. 1.4 iiber Wellen-
pakete, betrachten wir nun die Fourier-Transformierte der Zustandsfunktion
¥ (x,t) im Impulsraum mit den Koordinaten p. Diese Impuls-Wellenfunktionen
sind dann definiert durch (Vgl. Anhang A.2.4)

5 ptoo
@(p,w:(mlm)/ o P (e, 1) d e, (2.41)

—00

sodass andrerseits ¥ (x, t), als die Fourier-Umkehrtransformation, in der Form
geschrieben werden kann

b, t) = (;Th)

Wenn wir (2.42) in die Schrédinger Gleichung einsetzen, so folgt fiir die
Impuls-Wellenfunktion @(p, t) die Schrédinger Gleichung im Impulsraum

Nlw

+oo
/ e"PTPH(p, t)d3p. (2.42)

— 00
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2 0d(p,t
§—m+V(w—>ihv,,,p,t) o(p. 1) = in22P1)

o (2.43)

wobei © — ihV, bedeutet, dass die Koordinaten  im Potentialausdruck
V' durch den Operator iAV, zu ersetzen ist, da dieser Operator im Im-
pulsraum den Koordinatenoperator als Differentialoperator repriasentiert. In
(2.43) ist dann der Ausdruck in der eckigen Klammer gleich der entsprechen-

de Hamilton- oder Energieoperator im Impulsraum. Dabei ist jetzt % der
multiplikative Operator der kinetischen Energie, da wir p als Impulsopera-
tor in der Impulsdarstellung der Quantenmechanik zu interpretieren haben.
Es ist aber wichtig, zu bemerken, dass die Schrodinger Gleichung (2.43) in
der Impulsdarstellung nur dann in dieser einfachen Form geschrieben werden
kann, wenn das Potential V(x,t) in der Gestalt einer gleichmiissig konver-
genten Potenzreihe nach x entwickelt werden kann, also keine Singularitéiten
auftreten. Daher ist zum Beispiel das Coulombpotential fiir eine solche Dar-
stellung nicht geeignet und in so einem Fall geht die Gleichung (2.43) in eine
Integral-Differentialgleichung iiber, die oft schwieriger zu losen ist, als die
entsprechende Schrédinger Gleichung in der Koordinatendarstellung.

Die statistische Interpretation von &(p,t) im p-Raum ist dann ganz &hn-
lich jener von ¢(z,t) im x-Raum, ndmlich

dW (p,t) = ®*(p,t)®(p, t)d’p = |D(p, t)|*d’p (2.44)

ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen in der Umgebung d3p den Im-
pulswert p im Impulsraum hat. Analog konnen wir den Erwartungswert eines
quantenmechanischen Operators A(p7 ihVp, ih%, t) berechnen. Wir erhalten
in zum x-Raum &quivalenter Weise

. 0
(A) = / & (p,1)A (p, iV, i, t) B(p, 1)d%p (2.45)
und die Normierung von &(p,t) ergibt sich aus der Normierung von ¢(x,t)

/@* (p,t)®(p,t)d3p = 1. (2.46)

Diese Beziehung folgt aufgrund des Parsevalschen Theorems der Fourier-
Analysis, wonach (Siehe Anhang A.2.4)

+o0o +oo
/ (k)25 = / ()2 (2.47)
— 00 — 00

ist, wobei F'(k) und f(x) ein Paar zueinander konjugierter Fourier-Transfor-
mierter darstellen. Man kann zeigen, dass die Berechnung des Erwartungswer-
tes <A> eines Operators A im z-Raum und im p-Raum auf dasselbe Resultat
fithrt, da ¥ (, t) und @(p, t) denselben Zustand des quantenmechanischen Sy-
stems beschreiben, denn die Fourier-Transformation ist dquivalent mit einer
unitéiren Transformation (Vgl. Abschn. 4.2).



2.3 Die zeitunabhingige Schrédinger Gleichung 29
2.3 Die zeitunabhingige Schrédinger Gleichung

2.3.1 Herleitung der Gleichung

Wir betrachten die Schrodinger Gleichung (2.10) und machen den Separa-
tionsansatz

P(x,t) = u(x)g(t). (2.48)
Dann erhalten wir nach Einsetzen in die Schrodinger Gleichung und Division
der Gleichung durch (2.48)

2 i
s [ st + Vata) | = 200 (2.49)

1
u(x) Cog(t) ot
Wenn das Potential V' = V(a) unabhéngig von der Zeit ¢ ist, konnen wir die
Gleichung (2.49) separieren unter Einfithrung der Separationskonstanten E.
Dies liefert die beiden Gleichungen

2
[—thA + V(w)] u(x) = Eu(x) (2.50)
und ol .
0 _ por), (1) = g0)e 7", (2.51)

Die erste dieser beiden Gleichungen (2.50) heifit die zeitunabhéngige Schrédin-
ger Gleichung und deren Loésungen werden die zeitunabhéingigen Wellenfunk-
tionen oder Zustandsfunktionen genannt. Die diskrete und/oder kontinuier-
liche Folge erlaubter Werte von F sind die Eigenwerte. Diese sind, wie wir im
néchsten Kapitel zeigen werden, durch die bereits erwahnten Randbedingun-
gen oder Bedingungen im Unendlichen bestimmt. Wir werden im folgenden
annehmen, dass die durch die Randbedingungen erlaubten Losungen ug(x)
der Gleichung (2.50) ein vollsténdiges Funktionensystem bilden und wir wer-
den nun einige allgemeine Eigenschaften dieser Funktionen herleiten. (Vgl.
Anhang A.2)

2.3.2 Orthogonalitit der Zustandsfunktionen

Zunéchst zeigen wir, dass zwei beliebige Elemente der Folge der Eigenfunktio-
nen ug(x) mit den Eigenwerten F zueinander in folgendem Sinne orthogonal
sind. Es gilt ndmlich

/uE,(w)uE(:c)de =0, E'#E. (2.52)

Zum Nachweis betrachten wir die Gleichung

h2
——Aug + Vug = Bug (2.53)
2m
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und eine analoge Gleichung fiir u},

hQ * * *
—%AUE/ + VUE/ = E'LLE/ . (254)

Wir multiplizieren die erste dieser beiden Gleichungen von links mit uy, und
die zweite von links mit ug. Danach subtrahieren wir die beiden resultieren-
den Gleichungen und erhalten
h2
—%(UE/A’LLE —upAujy) + V(ugufy —ufyug) = (E — Eufyug. (2.55)
Wir beachten, dass der zweite Term auf der linken Seite dieser Gleichung
verschwindet. Wenn wir die restliche Gleichung {iber das Volumen V' inte-
grieren und auf der linken Seite das Greensche Theorem (A.14) anwenden,
so erhalten wir mit dem Oberflichenelement do
h? .
- (upy Vug — ugVug, )do = (E — E')/ upupdis . (2.56)
2m S %4
Auf der linken Seite von (2.56) verschwindet das Oberfldchenintegral wegen
der gestellten allgemeinen Randbedingungen und somit gilt fiir £/ # F die
Orthogonalitétsrelation (2.52). Dabei haben wir bereits die Tatsache ver-
wendet, dass die Eigenwerte eines hermiteschen Operators reell sind, also
(E")* = E’ gilt. Die Normierung der Zustandsfunktionen ¢ (x,t) erreichen
wir dadurch, dass wir in der Gleichung (2.51) verlangen, dass g(0)g*(0) =1
ist und die Eigenfunktionen ug normiert sind, also

/|uE|2d3x =1 (2.57)
ist. Damit sind dann die Funktionen
V(@ t) = up(x)e 7 (2.58)
partikuldre normierte Losungen der zeitabhingigen Schrodinger Gleichung
(2.10).
2.3.3 Die Bedeutung des Separationsparameters F

Die Separationskonstante E hatte bis jetzt eine rein mathematische Bedeu-
tung als Eigenwertparameter der zeitunabhéingigen Schrédinger Gleichung.
Wir betrachten nun den speziellen Fall, wo die Schrodinger Gleichung die
partikuldre Losung (2.58) hat. Dann erhalten wir fiir den Erwartungswert
des Hamilton-Operators der Schrodinger Gleichung (2.10)

(H) = <;;A + V(m)> = <ih§t> =E. (2.59)
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Also ist F der Erwartungswert des Hamilton-Operators H fiir die Bewegung
eines quantenmechanischen Teilchens in einem zeitunabhingigen Potential
V(x), wenn sich das Teilchen im partikuldren Zustand iy (x,t) befindet.
Damit sind die Eigenwerte F die moglichen Energiewerte des Teilchens und
Y (x,t) seine entsprechenden Eigenzustinde.

2.3.4 Mathematische Eigenschaften der Energie-Eigenfunktionen

Da die Eigenfunktionen ug () geméss Voraussetzung ein vollsténdiges Ortho-
normalsystem bilden, kénnen wir diese verwenden, um eine beliebige Funk-
tion ¥(x), die den gleichen Randbedingungen geniigt, in eine Reihe nach
diesen Funktionen zu entwickeln (Vgl. Anhang A.2).

U(z) =Y Crug(z) (2.60)
E

und wir erhalten mit Hilfe der Orthogonalitéitsrelation (2.52) fiir die verall-
gemeinerten Fourierkoeffizienten

Cg = /ufi;(:v’)&[l(:c')d?’x’. (2.61)

Wenn wir diese wiederum in die Reihe (2.60) fiir ¥(x) einsetzen, finden wir
die Beziehung

v(@) = ¥ | [k @) | usia)

= /!I/(:c')d?’:v’

wobei wir die Summation mit der Integration vertauscht haben. Da wir aber
mit Hilfe der Diracschen §-Funktion (A.92) schreiben kénnen

ZuE(a:)uE(:c')} , (2.62)
E

U(x) = /W(m’)d?’x’é(w —-z'), (2.63)
schlieBen wir aus (2.62) und (2.63) auf die Beziehung
> up(@)up(z’) =z — '), (2.64)
E

welche die Vollstdndigkeit des orthogonalen Funktionensystems ug(z) zum
Ausdruck bringt. Dabei konnen die Energie Eigenwerte E diskret und/oder
kontinuierlich sein, was durch ) 5 zum Ausdruck gebracht werden soll. Ferner
konnen wir schlieffen, dafl

[ Cmeees {20 TEV) e

wie aus der Definition der Diracschen é-Funktion folgt. Betreffend die Eigen-
schaften der Diracschen d-Funktion, vergleiche Anhang A.2.4.
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2.3.5 Der komplexwertige Funktionenraum

Das orthonormierte und vollstidndige System von Eigenfunktionen, das von
einem linearen hermiteschen Operator, etwa dem Hamilton-Operator, er-
zeugt wird, ldsst sich als System gegenseitig orthogonaler . Einheitsvekto-
ren“ in einem abstrakten Vektorraum, dem Hilbert Raum, veranschaulichen.
Der Vorteil dieser Vorstellungen liegt darin, dass viele der mathematischen
Eigenschaften und Operationen, welche diese Funktionen betreffen, sehr &hn-
lich jenen bekannten Eigenschaften und Operationen sind, die wir von den
gewoOhnlichen Vektoren des dreidimensionalen Raumes her kennen. Durch Er-
weiterung dieser Auffassungen, kénnen wir uns dann eine beliebige Funktion
¥ (x) als einen Vektor im Hilbert Raum vorstellen. Zur Illustration betrach-
ten wir die Energie Eigenfunktionen ug(x) und definieren das Skalarprodukt
(ups, ug) zweier Eigenfunktionen ug und ugs durch das Integral

(upr,ug) = /u;‘:,uEd?’m. (2.66)

Dann kénnen wir die Orthogonalitétsrelation in der abgekiirzten Form schrei-
ben

(up, up) = 0p/ k- (2.67)

Die Entwicklung einer beliebigen Funktion ¥ () nach den Funktionen ug(x)
lasst sich dann in der Form darstellen

V= (ug, ¥)ug (2.68)
E

und diese Reihenentwicklung konnen wir dann so interpretieren, dass der
abstrakte , Vektor® ¥, dh. die Funktion ¥(x), in Bezug auf die Basis von
orthogonalen Einheitsvektoren ug im Hilbert Raum in seine ,,Komponenten*
zerlegt wurde. Demnach ist (ug,¥) als die ,,Projektion“ von ¥ lings ug zu
interpretieren.

Die Wirkung eines linearen Operators in diesem Hilbert Raum besteht
dann im allgemeinen darin, die Richtung und die Betrédge der Vektoren zu
dndern, auf welche sie wirken. Die Eigenvektoren eines gegebenen, linearen
hermiteschen Operators A sind dann jene Vektoren, deren Richtung im Raum
unverédndert bleibt, wenn A auf sie wirkt.
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2.4 Grundlegende Postulate der Quantenmechanik

2.4.1 Formulierung der Postulate

Postulat 1b

Dieses ist eine Verschirfung unseres Postulates la. In der abstrakten For-
mulierung der Quantenmechanik wird der physikalische Zustand eines Sy-
stems durch einen komplexen Zustandsvektor (x,t) beschrieben und die
zeitliche Anderung von v (zx,t) ist durch die Schrodinger-Gleichung (2.7) be-
stimmt.

Postulat 3b

Dieses Postulat ergénzt die Aussagen des Postulats 3a. Alle moglichen
Messwerte einer Observablen A sind die reellen Eigenwerte des zugeordneten
linearen hermiteschen Operators A. So stellt etwa das System der Eigenfunk-
tionen ¢y = ug exp(—%Et) alle moglichen Energiezustéinde des betrachteten
Systems mit den Energien E dar.

Postulat 2b

Dieses liefert die Verschéirfung des Begriffes Messvorgang von Postulat 2a.
Dem Vorgang der Messung einer Observablen A4 (also etwa der Energie, des
Impulses, des Drehimpulses etc.) entspricht quantenmechanisch die Anwen-
dung des zugeordneten linearen, hermiteschen Operators A auf den augen-
blicklichen Zustand 1) des Systems. Bei diesem Messvorgang kann sich eines
der beiden folgenden Resultate ergeben:

I) Der Zustand ¢ ist ein Eigenzustand (bzw. Eigenvektor) des Operators
A mit dem zugehorigen Eigenwert a, das heifit es gilt

Ay =ay. (2.69)

In diesem Fall liefert die Messung der Observablen A am System den scharfen
Messwert a. Wenn sich also zum Beispiel das System in einem der Energie-
Eigenzusténde ¢y befindet und wir eine Messung der Observablen £ am Sy-
stem vornehmen, dann liefert die Anwendung des Hamilton-Operators H auf
diesen Zustand Hy = Et)y mit dem scharfen Messwert E und das System
verharrt nach der Messung in diesem Zustand. Das Resultat der Messung ist
»scharfe.

IT) Wenn hingegen der Zustand ¢ (x,t) kein Eigenzustand (bzw. Eigen-
vektor) des Operators A ist, dann ,fillt“ bei der Messung der Observablen
A das System aus dem Zustand ) ,irreversibel“ in einen der Eigenzustinde
X, des Operators A und es wird der zugehorige Eigenwert a der entspre-
chende Messwert sein. Demnach wird durch die Messung von A der Zustand
1 irreversibel in den Zustand x, abgedndert. Die Wahrscheinlichkeit, dass
nach der Messung sich das System im Zustand x, befindet, kann folgen-
dermaflen berechnet werden. Da nach Voraussetzung die Eigenvektoren x,
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des Operators A ein vollstdndiges Funktionensystem bilden, kénnen wir den
Ausgangszustand ¢ in Form einer Reihe durch diese Funktionen ausdriicken

P(t) =D calt)Xq (2.70)

a

und wenn der Anfangszustand ¢ normiert war, also (1,1) = 1 galt, muss
wegen der Erhaltung der Wahrscheinlichkeit auch nach der Messung gelten

=D cat)car () (Xas Xar) Zlca —1, (2.71)

a,a’

wobei wir fiir ¢ die Reihe (2.70) eingesetzt haben und die Orthonormiertheit
(Xa/s Xa) = 9ar,a der Eigenfunktionen y, von A beachteten. Das Resultat
(2.71) besagt, dass die Folge der |c,(t)|?> die Wahrscheinlichkeiten sind, daf
bei der Messung von A zum Zeitpunkt t einer der zugehorigen Eigenwerte a
gemessen wird. Wegen der Orthonormiertheit der Eigenfunktionen x, konnen
wir die Wahrscheinlichkeitsamplituden ¢, leicht berechnen, indem wir (2.70)
auf einen der Eigenvektoren y,, projizieren

(Xg V) = an Xars Xa) anéa’7a = Cq (2.72)
a

Damit haben wir auch eine Verallgemeinerung unserer Wahrscheinlichkeits-
aussagen fiir die Ortsmessung an einem Teilchen im Zustand ¢ (x,t) und
der Impulsmessung an einem Teilchen im Zustand @(p,t) gefunden. Ebenso
konnen wir einen Zusammenhang mit dem Erwartungswert (fl) der Messung
einer Observablen A herstellen, wie wir ihn in (2.29) definiert haben. Dazu
betrachten wir (1, Aw) und setzen fiir ¥ die Reihenentwicklung (2.70) ein.
Dies ergibt

(6. 40) = [0 (.0 A~ ih 0@, )

- an’ca Xa’ 7AXa Zacz’ca(XaUXa)
= Za|ca . (2.73)

Damit ist in der ,,Eigenbasis“ des Operators fl, d.h. in der Basis seiner Ei-
genfunktionen, der Erwartungswert fiir die Messung der Observablen A am
System im Zustand ¥ gleich der Summe aller moglichen Messwerte a mal
ihren Wahrscheinlichkeiten |c,(¢)|?. Ist a ein kontinuierlicher Eigenwertpara-
meter, so lautet die Wahrscheinlichkeit entsprechend |c,(t)|?da, wie bei der
Ortsmessung bereits diskutiert wurde.
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2.4.2 Vertréaglichkeit zweier Messungen

Diese ergibt sich als wichtige Folgerung aus dem Postulat 2a,b und betrifft
die gleichzeitige scharfe Messung zweier Observablen A und B an einem Sy-
stem, das sich in einem beliebigen Zustand v (x,t) befindet. Dazu ist not-
wendig und hinreichend, dass die beiden zugehorigen linearen hermiteschen
Operatoren A und B miteinander kommutieren. Demnach muss gelten

(A, By (a,t) = (AB — B Ayp(z,t) = 0. (2.74)

Diese Bedingung ist jedenfalls erfiillt, wenn die Operatoren A und B dasselbe
System von Eigenfunktionen y, ;, besitzen, wo a und b die entsprechenden Ei-
genwertparameter (aus historischen Griinden auch Quantenzahlen genannt)
darstellen. In diesem Fall kénnen wir den Zustand v (x,t) nach den Eigen-
funktionen x, , entwickeln

(1) =D Cant)Xap- (2.75)

a,b

Wenn wir diese Entwicklung in (2.74) einsetzen, erhalten wir wegen der bei-
den Eigenwertgleichungen A x, , = ax,;, und B x,; = bXqp,

(AB - BA)yy(x, anb ab—ba)x,, =0,
a,b

da es auf die Aufeinanderfolge der Eigenwertparameter ¢ und b nicht an-
kommt, also ab — ba = 0 ist. Demnach wird |c,;(t)|? die Wahrscheinlichkeit
sein, dass zur Zeit t bei der gleichzeitigen Messung von A und B am Sy-
stem im Zustand ¢ (x, t) die Eigenwerte a und b die scharfen Messwerte sein
werden. Ist etwa ein Eigenwert a entartet, dh. es gibt zu ihm mehrere Ei-
genfunktionen x; ., (i = 1,2,...), dann bedeutet dies quantenmechanisch,
dass die Messung noch nicht , vollstéindig® ist und eine weitere Observable C
gefunden werden muss, deren zugehoriger Operator C gleichfalls mit A und
B kommutiert und damit dasselbe System von Eigenvektoren wie Aund B
hat, die wir nun x, ; . nennen konnen. Eine solche Messung nennt man dann
vollstandig.

Wenn wir als Beispiel annehmen, dass der Hamilton-Operator H mit ei-
nem Operator A kommutiert, dann folgt fiir die Eigenfunktionen ug von H ,
dass gilt

AHup =HAug = AEug = FE Aug. (2.76)
Damit ist nicht nur ug sondern auch fluE ein Eigenvektor von H mit dem
Eigenwert E. Wenn aber der Eigenwert E nicht entartet sein soll, muss
AuE = Cug sein, wo C eine beliebige Konstante ist. Also ist ug auch
ein Eigenvektor von A mit dem Eigenwert C. Der Beweis der Notwendig-
keit, dass A und H miteinander kommutieren miissen, lisst sich in #hnlicher
Weise durchfithren. Wenn hingegen der Zustand ug kein Eigenzustand von
A ist, dann konnen wir fiir die Messung von A nur einen Erwartungswert
(A) = (ug, Aug) angeben.
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2.4.3 Das Unschérfeprinzip

Nachdem wir erkannt haben, dass die Elemente gewisser Paare von physi-
kalischen Observablen A und B nicht gleichzeitig scharf gemessen werden
kénnen, sobald die Kommutator Beziehung [A, BJy(a,t) # 0 ist, wird es von
Interesse sein, die Grofle dieser Unschérfen festzustellen. Dies fiithrt uns ins-
besondere auf eine Verschiirfung der bereits im einleitenden Abschn. 1.4.1
besprochenen Heisenbergschen Unschirferelation fiir die Koordinate z und
den kanonisch konjugierten Impuls p,.

FEin solches Paar von Observablen und den zugehorigen Operatoren sind
die Koordinate & und der konjugierte Impuls p,, denn wenn wir die Anwen-
dung des Kommutators [Z, p.] auf einen beliebigen Zustand v (x,t) ausrech-
nen, so finden wir

{:i, 1hai} Y(x,t) ==& <lh£c> Y(x,t) — (lhai) [ZY(x,t)] = ih(x,t)
(2.77)
und daher gilt formal [#,p,] = &P, — P& = ih als eine der grundlegenden
Vertauschungsrelationen der Quantentheorie (Heisenberg 1925). Wir haben
auch bereits gezeigt, dass die Wellenfunktionen @(p,t) und ¢ (x,t) ein Paar
von Fourier Transformierten bilden. Ebenso haben wir bereits im einleitenden
Abschn. 1.4.1 erkannt, dass aus den mathematischen Eigenschaften solcher
Paare von Fourier Transformierten folgt, dass bei geeigneter Definition der
Breite dieser Funktionen, die wir A(52) = Ak, und Az nennen, diese Paa-
re der Beziehung geniigen werden A(52) - Az = Ak, - Az ~ 1. Es sollte
jedoch moglich sein, diese Information aus der Schrédinger Gleichung zu ge-
winnen, da das Verhalten eines Teilchens in der Quantentheorie ganz durch
sie bestimmt wird.
Die Unschérfen in den Koordinaten und Impulsen lassen sich (dhnlich der
GauBschen Fehlertheorie) durch die mittleren quadratischen Abweichungen
vom Mittelwert charakterisieren. Demnach ist

/ ¥ ( N2pd3x (2.78)
und analog
9 2
@iy = [v (<ing ~ )} v, (279)
Wenn wir vereinfachend annehmen, dass (z) = 0 und (p,) = 0 sind, was

jedenfalls gilt, wenn ¢ (x,t) eine gerade Funktion von z ist, dann erhalten
wir fiir das Produkt der Unschérfen

(Ap2)Y(Ax?) = —h? / Y —d?’ / Yra?ydie (2.80)

und da ia% ein hermitescher Operator ist, kénnen wir setzen
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821/) & O 0P 15
/ " s ax (2.81)
sodass schliefllich
@yarty =[S [yanats s

ist. Nun verwenden wir die Schwarzsche Ungleichung, die fiir zwei beliebige
Funktionen f und g im Hilbert Raum besagt, dass folgende Beziehung gilt
(Siehe Aufgabe 2.12)

100 = {5150+ .01} - (2.83)

Setzen wir in dieser Ungleichung f = g—f und g = v, so ergibt sich aus
(2.82)

8
h? 0 * h?

wobei die letzte Integration den Wert —1 liefert, wie man durch partielle
Integration, unter Verwendung der Randbedingungen fiir ¢, leicht nachpriifen
kann. Wenn wir nun als Unschérfen der Koordinaten und Impuls Messung
Az = /(Az?) und Ap, = \/(Ap2) definieren, so erhalten wir aus (2.84) die
verschérfte Form der Heisenbergschen Unschérferelatuion

* 2
(Ap2)(Az?) > %2 { ww d3x+/mwa(;id3x]

Ap. Bz > g . (2.85)

Thre Bedeutung haben wir bereits im einleitenden Kap. 1 diskutiert. Wenn wir
die Heisenbergsche Vertauschungsretation [Z,p,] = & p, — P& = ih mit der
entsprechenden klassischen Poissonklammer vergleichen, wird neuerlich das
Wirken des Bohrschen Korrespondenzprinzips offenbar. (Siehe Anhang A.6.4)

2.4.4 Das Wellenpaket minimaler Unschérfe

Es ist von einigem Interesse, herauszufinden, wann in der Heisenbergschen
Unschiérferelation das Gleichheitszeichen gilt. Dies besagt ndmlich, unter wel-
chen Bedingungen ist das Unschirfeprodukt Ap, - Az ein Minimum. Aus der
geometrischen Interpretation der Schwarzschen Ungleichung wird klar, dass
das Gleichheitszeichen dann zutrifft, wenn f und g bis auf eine multiplika-
tive Konstante einander gleich sind. Verwenden wir wieder die Substitution
f= 811; und g = v so gilt in (2.83) das Gleichheitszeichen dann, wenn
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[
dr

2

—a’zp also Y = Ae—2e’e (2.86)

ist, wo A und a? dieselben Konstanten sind, die wir im einleitenden Kap. 1
verwendet haben. Dort haben wir auch aus der Bedingung (¢,v) = 1 die

1
Normierungskonstante zu A = (0‘72) * bestimmt. In dhnlicher Weise kénnen
wir auch die Bedeutung von o2 finden. Da 1 als eine gerade Funktion von z
vorausgesetzt wurde, folgt

+oo 2 % +oo 1
= Yralde = il 22 dy = — (2.87)
™ 202
—oo —o0

Dies ist gegeniiber unserer Wahl im einleitenden Kap. 1 die verschérfte Defi-
nition der Breite des Wellenpaketes 1. Der normierte Ausdruck fiir die Wel-
lenfunktion ¢ minimaler Unschérfe lautet dann

= — e WAy (2.88)

wobei wir ¢ mit dem Anfangszustand zur Zeit ¢ = 0 identifiziert haben,
der im einleitenden Kapitel verwendet wurde. Damit erhielten wir das wich-
tige Resultat, dass das Wellenpaket minimaler Unschéirfe die Gestalt einer
Gauflschen Glockenkurve hat. Wir wissen bereits, dass dann auch die Fou-
rier-Transformierte @(p,,0) = ¢(py), also das entsprechende Wellenpaket des
Teilchenimpulses, dieselbe Gestalt besitzt. Da allgemein auch &(p,,0) als
normiert definiert wurde, kénnen wir sofort schreiben

2

1 S
D(pg,0) = ——————e *4rD) 2.89
0 ) 2
und durc}ﬂergleich mit dem Ausdruck fiir ¢(p,) in der Einleitung, finden
wir Ap, - Ax = 57 entsprechend unserer Voraussetzung.

Andere Paare kanonisch konjugierter Observabler im Sinne der klassischen
Mechanik, die einer &hnlichen Unschérferelation geniigen, sind

h

AE- At> WYY

(2.90)
wo I und ¢ die Energie und die Zeit eines Systems sind, wéhrend ¢, und J,
der azimuthale Winkel und der Drehimpuls eines Systems um eine beliebige
z-Achse bedeuten. Da jedoch in der nichtrelativistischen Quantenmechanik
die Zeit t nicht als eine Observable sondern als ein Parameter anzusehen ist,
muss die Energie-Zeit Unschérferelation anders interpretiert werden. Dies
folgt aus Uberlegungen von Dirac und Schrodinger (1930) wonach aus einer
Vertauschungsrelation [H,f] = —ih zu folgern wiire, dass H nur kontinuierli-
che Eigenwerte besitzt, was in Widerspruch mit der Erfahrung steht.
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2.4.5 Interpretation der Energie-Zeit Unschéirferelation

Die in (2.90) angegebene Energie-Zeit Unschirferelation macht eine Aussage
iiber die Begrenzung der Genauigkeit der Energie Messung in einem endli-
chen Zeitintervall. Haben wir es mit einem stabilen Quantenzustand zu tun,
so ist AE = 0 und das System verharrt oo lang in diesem Zustand. Doch viele
Zustdnde quantenmechanischer Systeme, etwa die angeregten Zustédnde eines
Atoms, sind instabil, da sie spontan Strahlung emittieren kénnen, um dabei
in den Grundzustand iiberzugehen. Diese Zustdnde haben dann eine endliche
Lebensdauer 7 und eine zugehorige Zerfallsrate, dh. eine Wahrscheinlichkeit
pro Zeiteinheit w = v = %, sodass ihre Aufenthaltswahrscheinlichkeit in
diesem Zustand exponentiell abklingt

AW (z,t) = |¢(x, t)[2d3z = o (, 0)[>dPze 7 . (2.91)

Daher ist die mittlere Zeit, die fiir die Energiemessung am System in diesem
Zustand zur Verfiigung steht t+ = 7, da danach dW auf den e~ '-ten Teil
abgeklungen ist, woraus eine Unschérfe in der Energiebestimmung folgt
h
AE = - = hy (2.92)

und mit Hilfe E' = hw erhalten wir daraus auch eine Frequenzunschérfe Aw =
~v. Mit der spektroskopischen Beobachtung von Quanteniibergéingen kénnen
wir die Frequenzunschérfe Aw 2 7 einer Spektrallinie bestimmen und damit
die Lebensdauer 7 des angeregten Niveaus.

Um dies noch etwas néher zu erldutern, betrachten wir einen instabilen
Zustand von der Form

Y@, t) = u(z)e TP 3t (2.93)

der genau auf das obige Zerfallsgesetz (2.91) fithrt. Wir machen in Bezug auf
die Energie F eine Fourier-Zerlegung dieses Zustandes

Yl t) = / A(E,x)e*PldE (2.94)
und erhalten fiir die Fourieramplituden
1  ry i 1 1
A(B,z) = — BorEEltg = — @) (2,95
(B2) = 5ou(a) [ e @)ty (%)

sodass die Energieverteilung des Zustandes (2.93) durch folgenden Ausdruck
gegeben ist

h2
@2m)2 [(E - Eo)?2 + 2]
Diese Verteilung stellt das Energiespektrum des quasistationdren Zustandes
dar und die Halbwertsbreite des Energieniveaus ist durch I' = Ay = g gege-
ben.

I(E,x) = |u(z)[”

(2.96)
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Wir betrachten noch ein etwas anderes, einfaches Beispiel, das ebenso
die Bedeutung der Energie-Zeit Unschiirferelation demonstriert. Gegeben sei
ein System im Zustand ¢ (a,t), der aus einer Uberlagerung zweier Energie-
Eigenzusténde ¢ (x, t) und ¢ (x,t) zusammengesetzt ist

(. t) = ug(x)e WP+ ug (@)e 7 E (2.97)

Die physikalischen Eigenschaften des Systems in diesem Zustand sind dann
wesentlich durch die Wahrscheinlichkeitsdichte bestimmt, also

P(z,t) = "¢ = |ug(@)|® + |up (@)|* + 2 Re uly(x)up (z)er P~ (2.98)

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte oszilliert ersichtlich zwischen den beiden Ex-
tremwerten (Jug(x)| + |ug/ (z)])? und (Jug(x)| — |ug/ (z)|)? mit der Periode

h

Daher sind die Eigenschaften des Systems erst fiir Zeiten t £ 7 erkennbar.
Dieses Verhalten ist ganz analog der Abstimmung eines Schwingkreises in
der Elektronik auf ein Signal durch die Beobachtung der Schwebungen 7, =

|w2_7”w,|. Erst fiir 7, — oo herrscht Sicherheit, dass w = ' ist.
Ubungsaufgaben

2.1. Mache zur Lésung der Schrédinger Gleichung den Ansatz i(z,t) =
enS@1) und zeige, dass man auf diese Weise fiir & — 0 auf die Hamilton-
Jacobische Differentialgleichung der klassischen Mechanik

% + H(x,VS) =0 (2.100)

gefiihrt wird.

2.2. Lose die Schrodinger Gleichung fiir ein Potential von der Form V =
—Vo(1 4 i), wobei V; und £ positive Konstanten sind. Zeige, dass fiir £ < 1
stationdre Zusténde existieren, welche ebene Wellen darstellen, deren Am-
plituden exponentiell abklingen und damit die Absorption dieser Wellen be-
schrieben wird.

2.3. Zeige, dass stets aus zwei linearen, zueinander adjungierten Operato-
ren durch Linearkombinationen hermitesche und antihermitesche Operatoren
aufgebaut werden konnen. Ist A der betrachtete Operator und AT sein her-
mitesch Adjungierter, so ist jedenfalls %(/1 + AT) ein hermitescher Operator.
Die weiteren Moglichkeiten sind dann leicht zu finden.
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2.4. Zeige, dass der Impulsoperator ein hermitescher Operator ist. Verwende
dazu partielle Integration und beachte die Randbedingungen.

2.5. Zeige, dass im allgemeinen Fall, bei welchem das Potential V' (x) nicht in
eine Potenzreihe entwickelt werden kann, die Transformation der Schrodinger
Gleichung von der Koordinatendarstellung in die Impulsdarstellung auf eine
Integralgleichung fithrt. Untersuche den eindimensionalen Fall. Bei Anwen-
dung der Fourier-Transformation und ihrer Umkehrtransformation wird man
fiir die Fourier-Transformierte @(p) auf folgende Schrédinger Gleichung im
Impulsraum gefiihrt

2 Foo
<2pm N E) D(p) + /_Oo V(p—p)o@p)dp' =0. (2.101)

2.6. Betrachte die zeitabhéngige Schrédinger Gleichung fiir ein zeitunabhéngi-
ges Potential V(x) und nehme an, die Eigenlosungen u,(x) zu den Ei-
genwerten F, des Problems seien bekannt. Zeige, wie aus einer vorgege-
benen Anfangsbedingung zur Zeit ¢ = 0, mit ¢¥(x,0) = F(x), sich fiir ei-
ne beliebige spétere Zeit t > 0 die zugehorige Losung finden ldsst. Man
macht dazu einen Reihenansatz fiir die Losung mit zunéchst beliebigen
zeitabhéngigen Koeffizienten, o (x,t) = >, an(t)u,(x), und erhilt die a,(0)
als Fourier-Koeffizienten von F(x). Die Zeitabhéngigkeit ergibt sich dann aus
der Schrodinger Gleichung.

2.7. Eine formale Losung der Aufgabe 2.6 ldsst sich so finden. Da das Poten-
tial V unabhéngig von t ist, kénnen wir eine infinitesimale Zeitverschiebung
0t betrachten und ansetzen v (t 4 0t) = ¥(t) + %—f&t. Hier findet man % aus
der Schrodinger Gleichung und gelangt so zum Operator der infinitesimalen
Zeitverschiebung 6U = (1— ih&]:I ). Eine endliche Zeitverschiebung folgt dann

mit Hilfe der Definition der Exponentialfunktion, indem man §t = % setzt

und U = lim,, oo (1 — %%ﬁ)” berechnet.

2.8. Ist ein Energiewert E entartet, konnen eine Reihe linear unabhéngi-
ger Eigenfunktionen ul, u2, ---ul, zu diesem Eigenwert gehren, die zwar
normiert, aber nicht notwendig zueinader orthogonal sind. Zeige, wie man
durch folgendes Verfahren ein dquivalentes System orthogonaler Funktionen
U, VR, vé erzeugen kann. Dazu geht man aus von u}, und aug; + Bud und
orthogonalisiert diese beiden Funktionen durch Wahl der Koeffizienten a und
(B. Dann fiigt man die néchste Funktion hinzu und orthogonalisiert diese in
Bezug auf die beiden vorangehenden und so weiter. Fiihre diese Rechnung

explizit fiir drei und vier entartete Zustinde durch.

2.9. Lose die Schrodinger Gleichung fiir die eindimensionale Bewegung ei-
nes freien Teilchens mit der Anfangsbedingung ¢ (x,0) = \/ge’o‘% e'** und
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interpretiere das Ergebnis. Der Rechengang verldauft ganz &hnlich, wie die
Herleitung der Gleichung (1.38) in Kapitel 1. Man findet

iht x?

QmAx] P {_ 4(Ax)? + 2ihtm !

W(z,t) = (2m) 77 [AJ: + (2.102)

2.10. Zeige, dass die Erwartungswerte eines Operators Ain der x-Darstellung
und in der p-Darstellung auf dasselbe Resultat fithren. Verwende dazu die
Fourier-Transformation.

2.11. Berechne den Kommutator [(z - p), H] und zeige mit Hilfe der Bewe-

gungsgleichung fiir die Erwartungswerte (2.33), dass %(m -p) = 0 ist. Leite

daraus das Virialtheorem der Quantenmechanik ab, wonach

2T) = (x-VV(x)) (2.103)

ist. Untersuche zunéichst den eindimensionalen Fall. Wenn insbesondere
V(x) = V(Jz|) ~ r™ ist, wo n 2 0 und eine ganze Zahl darstellt, nimmt
das Virialtheorem eine besonders einfache Gestalt an.

2.12. Berechne die Wurzeln A des Skalarproduktes (Af + g, Af +¢g) = 0,
wo f(x) und g(x) quadratisch integrable Funktionen sind und finde eine
Bedingung unter der die Wurzeln A reell sind. Leite daraus die Schwarzsche
Ungleichung (2.83) ab.
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3.1 Einleitende Bemerkungen

In diesem Kapitel werden wir einige einfache quantenmechanische Proble-
me l6sen. Damit soll der abstrakte Formalismus des vorhergehenden Kapitels
durch Anwendung auf konkrete Beispiele erldutert werden. Ferner werden wir
eine Reihe von Formeln ableiten, die fiir die spiateren Kapitel von Interesse
sein werden. Zunéchst betrachten wir einige einfache eindimensionale Proble-
me, die uns gestatten, wesentliche Unterschiede zwischen dem klassischen und
dem quantenmechanischen Teilchenverhalten hervorzuheben. Danach berech-
nen wir insbesondere die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Drehimpulses
eines Teilchens in einem konservativen Kraftfeld und die Energie Eigenwerte
und FEigenfunktionen des Wasserstoff Atoms, zunédchst unter Vernachléssi-
gung des Elektronen Spins und der Mitbewegung des Atomkerns.

3.2 Allgemeine Bedingungen

Bei der Losung der genannten Probleme haben wir die bereits frither genann-
ten Rand- und Stetigkeitsbedingungen zu erfiillen:

1. Die Zustandsfunktion ¢ und ihr Gradient Vi miissen in allen Raum-
punkten eindeutig, stetig und endlich sein.

2. 1 muss in jeder Raumrichtung in grofler Entfernung vom Ursprung gegen
Null gehen oder periodische Randbedingungen erfiillen (oder gleich Null
sein). Wie wir bereits wissen, folgen diese Bedingungen aus der statisti-
schen Interpretation von ).

3.2.1 Die Zeitumkehr

Wir nehmen an, das Potential V(x) sei reell und unabhéngig von der Zeit.
Wenn wir dann in der Schrédinger Gleichung

op(x,t) _ [_ h?

ihT %A + V(:B):| Y(x,t) (3.1)
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die Substitutionen machen: t — —t, i — —i und ¥ (x,t) — VY™ (x, —t) so geht
die Schrodinger Gleichung (3.1) in die folgende Gleichung iiber

o™ (x, —t h?

ih% = [_QmA + V(w)} v (x, —t), (3.2)
wonach *(x, —t) ebenso eine Losung der Schrédinger Gleichung ist wie
Y(x,t). Wir schlielen daraus die Invarianz der Schrodinger Gleichung ge-
geniiber Zeitumkehr. Bei stationdren Zusténden ug(x) der Schrodinger Glei-
chung bedeutet dies, dass auch uj;(x) eine Losung ist und wenn der Eigenwert
E nicht entartet ist, muss uf(x) = e’“ug(x) sein, wo e'® einen irrelevanten
Phasenfaktor darstellt, da ihm wegen der statistischen Interpretation keine
physikalische Bedeutung zukommt. Ebenso sind aber auch bei Entartung der
stationdren Zustéinde ug(x), diese stets als reelle Funktionen wéhlbar und
daher ist fiir stationédre Zustidnde stets die Wahrscheinlichkeitsstromdichte
jE(cc, t) =0.

3.2.2 Die Paritéit (Spiegelungssymmetrie)

Wir betrachten die zeitunabhéngige Schrodinger Gleichung

—;—mAu(m) + V(x)u(x) = Eu(x) (3.3)

und erhalten beim Ersetzen von x durch —x
h2
—%Au(—x) +V(—x)u(—xz) = Bu(—=x) . (3.4)

Wenn V(xz) = V(—=x) ist, folgt daraus, dass auch u(—x) eine Losung der
Schrédinger Gleichung mit demselben Eigenwert E darstellt. Daher kénnen
wir aus den beiden linear unabhéingigen Losungen u(x) und u(—x) zwei neue
Linearkombinationen bilden

ug(@) = u(@) +u(—w) . w(@) = u(@) —u(-a), (3.5)

wo ugy(x) eine gerade Funktion und u,(x) eine ungerade Funktion von @ ist.
Diese beiden Wellenfunktionen sind dann auch Losungen der Wellengleichung
zum gleichen Eigenwert E. Wenn die Folge der Eigenwerte E aber nicht
entartet sein soll, also keine zwei oder mehrere Losungen ug(x) zum selben
Eigenwert E gehoren, dann miissen alle vier oben betrachteten Funktionen
Vielfache ein und derselben Funktion sein. Zwei Félle sind dann moglich:

1. ug(x) ist ein Vielfaches von u4(x) und u,(x) =0,
2. ug(x) ist ein Vielfaches von w,(x) und ug(x) = 0.
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Somit erkennen wir, dass die Eigenfunktionen ug () entweder gerade Pa-
ritét (Spiegelungssymmetrie) oder ungerade Paritit besitzen, womit

ug(—x) = tug(x) (3.6)

ist. Wenn FE zu einem entarteten System von n Eigenfunktionen gehort,
so ist es moglich n linear unabhéngige Superpositionen dieser Funktionen
zu konstruieren, welche ganz bestimmte Paritét besitzen. Dabei ist zu be-
achten, dass die Eigenfunktionen nur dann ganz bestimmte Paritdt haben
koénnen, wenn V(x) = V(—=a) ist. Danach muss also das Potentialfeld In-
versionssymmetrie besitzen. Es gibt Félle, wie etwa das Potential nicht-
zentralsymmetrischer Kristalle, wo diese Bedingung nicht erfiillt ist, sodass
die Eigenfunktionen weder gerade noch ungerade sein kénnen, doch soll diese
Moglichkeit hier nicht weiter untersucht werden.

3.3 Einfache ein- und dreidimensionale Probleme

Es gibt eine ganze Reihe einfache, ein- und dreidimensionale Probleme, die
wertvolle Einblicke in charakteristische quantenmechanische Prozesse gestat-
ten, welche ganz wesentlich von den entsprechenden klassischen Vorgéngen
abweichen und fiir das quantenmechanische Verhalten charakteristisch sind.
Wir wollen im folgenden einige von ihnen untersuchen.

3.3.1 Teilchen im Potentialkasten

Wir betrachten ein Teilchen, das in einem eindimensionalen Potentialtopf
der Breite a und mit unendlich hohen, daher total reflektierenden, Poten-
tialwénden, eingesperrt ist, wie wir in Abb. 3.1 angedeutet haben. Dann
haben wir das folgende Eigenwertproblem zu l6sen (Siehe Anhang A.2.2)

n% a2

~5 7y u(e) = Bu(x) | u(0) = u(a) =0, (3.7)

wobei die angegebenen Randbedingungen darauf hinweisen, dass die Wahr-
scheinlichkeit, das Teilchen bei der Reflexion an den Potentialwidnden anzu-
treffen, |u(0)|? = |u(a)|*> = 0 ist. Wir fithren zur Lésung des Eigenwertpro-
blems die Wellenzahl k ein und setzen k* = 22E Damit erhalten wir anstelle
(3.7)

u”(x) + k*u(z) =0, u(x) = Asinkz + Bcoskz . (3.8)

Da cos k0 = 1 ist, muss wegen der Randbedingung «(0) = 0, in der angege-
benen allgemeinen Losung fiir u(x) der Koeffizient B = 0 sein, und wegen
der zweiten Bedingung u(a) = 0, muss sin ka = 0 erfiillt sein. Letzteres ist
nur dann moglich, wenn ka = n 7 ist und wir eine diskrete Folge von Wellen-
zahlen k, = Zn, mit n > 1 erhalten. Der Fall n = 0 fiihrt auf eine Losung,
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N V]

V=0 V=0 V=00

»
!

0 a X

Abb. 3.1. Teilchen in unendlich hohem Potentialtopf

welche die Randbedingungen bei x = 0 und = = a nicht erfiillt, wahrend die
Werte n < 0, keine neuen Losungen liefern. Wir erhalten daher das System
von Eigenfunktionen

Up(x) = Cp sin gmc ,n>1, (3.9

wo C), eine noch zu bestimmende Normierungskonstante ist. Diese Eigen-
funktionen sind reell und zueinander orthogonal, denn

/ Unp () Uy, (z)dx = C’nC’m/ sin(k,x) sin(k,x)dz = Cncmg(;n,m .
0 0

(3.10)
Daher lauten die normierten Eigenfunktionen und die zugehorigen Energie
Eigenwerte

2
up () = \/Esin knz , B, = (k) , kn = Tn. (3.11)
a

2m a

Wir erhalten also ein Spektrum diskreter, gebundener Zusténde. n ist da-
bei die Zahl der Knoten (Nullstellen) der Eigenfunktionen im Intervall [0, a].
Fiir n — oo gehen die Eigenwerte F,, — oo und da die Impulse p,, = hk,
sind, gehen gleichzeitig die de Broglie Wellenldngen A, = 27“ — 0. Da die
Eigenfunktionen u, (z) reelle Funktionen sind, ist j,(z) = 0. Wir erhalten als
Losungen der Schrodinger Gleichung (3.7) stehende Wellen, #dhnlich wie in
der klassischen Wellentheorie, etwa von Schallwellen zwischen zwei parallelen

Winden. Wenn wir die Breite des Potentialkastens a &2 Az taufen, kénnen
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wir mit der Unschérferelation (2.85) die Impulswerte des Teilchens im Poten-
tialkasten abschéitzen, denn wir erhalten Ap, =2 % Daraus folgt dann fiir die
h2

Teilchenenergie F = 5 —
ma

Grundzustandes.

und dies ist ndherungsweise die Energie F; des

3.3.2 Verallgemeinerung auf drei Dimensionen

Diese Verallgemeinerung ist sehr einfach und soll daher in diesem Abschnitt
mitbetrachtet werden. In diesem Fall ist die Schrodinger Gleichung

—%Au(m) = Eu(z) (3.12)

mit der Randbedingung v = 0 auf der Oberfliche eines Wiirfels vom Volu-
men V = a® zu losen. Die Separation der Gleichung (3.12) in kartesischen
Koordinaten liefert als erlaubte, normierte Losungen, die der Randbedingung
genigen

2\ 2 .
Ung,ng ns (z,y,2) = <a sin ky,, x sin ky,  y sin k,, _ 2

7r T T
kn, = gnx s kn, = Eny y k. = Enz ) Mgy My, My > 1 (3.13)

und die zugehorigen Energie Eigenwerte lauten

(hm)?
nemyns = 5o (Mg g +02) (3.14)
In diesem Fall ist die Energie des Grundzustandes E; ;1 = 32(27;)22 und wenn

wir auf alle drei Raumrichtungen die Heisenbergsche Unschérferelation an-
wenden, erhalten wir auch hier gendhert die Energie des Grundzustandes.
Dariiber hinaus stellt dieses Problem ein einfaches Beispiel dar, wie mit zu-
nehmender Anregung des Systems die Energieniveaus immer stérker entartet
sein werden.

SchlieBlich berechnen wir noch die Zahl der Zustédnde, deren Quantenzah-
len in den Bereichen n, 4+ Ang, , ny,+ An, , n,+ An_ liegen, wobei wir noch
annehmen, dass die Zahlen n > 1 und gleichzeitig die An < n sind. Dann
konnen wir folgenden Ausdruck berechnen

3 3
AN = AngAnyAn. = ()" dkydk,dk. = (ih) prdpd2 ., (3.15)
™ T
wobei mit zunehmender GroSe des Raumwiirfels vom Volumen V = a? die
Wellenzahlen k,, immer enger beisammen liegen und wir daher in (3.15) zu
einer kontinuierlichen Verteilung von Wellenzahlen, bzw. Elektronen Impul-
sen mit Hilfe von d3k = h%d:gp iibergehen konnten und anschlieflend das
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Volumselement im p-Raum in Kugelkoordinaten p, 6, ¢ ausdriickten, wo-
bei das Raumwinkelelement df2 = sinfdfd¢ ist (Siehe Anhang A). Zum
Schluss konnen wir noch die Dichte der Energiezustinde d]gSEE) mit Hilfe von
(3.15) berechnen, indem wir iiber das Raumwinkelelement df2 integrieren
und beachten, dass unser Raumwiirfel nur einen Volumsoktanden der Zahlen

Mg, Ny, N, umfasst. Also

54 °p
(i) 2mE—pdE/ 4=V MEqp (3.16)
2
g

dN(FE
(E) mh dE m2h3 p

wobei wir %—E = L verwendet haben. Da ferner p = v2mFE ist, erhal-
ten wir schlielich fiir die Dichte der Energiezustéinde in einem sehr grofien
Raumwiirfel

AN(E) _ __V 3
= p(E) = mm VE (3.17)

und dieses Resultat ist letztlich unabhéngig von der Gestalt des Volumens V.

3.3.3 Teilchenreflexion und Transmission an einer Potentialstufe

Wir betrachten die Reflexion und Transmission eines Teilchens an einer
bzw. durch eine Potentialstufe, die folgendermafien definiert sein soll. (Siehe
Abb. 3.2)

Im Bereich 1 fiir < 0 sei V43 = 0 und im Bereich 2 fiir x > 0 sei
Vo =V = const. Wir haben daher die Schrédinger Gleichung in den beiden
Teilbereichen zu 16sen und die Losungen miissen bei z = 0 die Stetigkeitsbe-
dingungen 1, (0) = 15(0) und V;1p,(0) = V414(0) erfiillen. Ausgehend von
der Gleichung

A
E
ko
e
\'

X

<—
k;

_—

1 0 2 X

Abb. 3.2. Teilchenreflexion an einer Potentialstufe
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h? 9% oY

————— + VY =ih— 3.18

2m Ox? TV =i ot (3.18)

kénnen wir zunéichst den Losungsansatz ¢(z,t) = u(z) exp(—+Et) machen,

wobei die Energie des Teilchens, das von links auf die Potentialstufe auftrifft,

E > 0 sein wird. Damit lautet die zu 16sende zeitunabhéngige Schrédinger
Gleichung

2mE 2m(E -V) <

In den Bereichen 1 und 2 kénnen wir folgende Losungsansétze machen

u’(x) + K2u(z) =0, k¥ =

Uy = Alelklw —+ Bleilklm

Uy = Aye'™® 4 BoeT*2® . E SV By =10. (3.20)

Demnach gibt es im Gebiet 1 eine einfallende und eine an der Potentialstufe
reflektierte Welle und dasselbe gilt fiir das Gebiet 2, solange die Energie des
einfallenden Teilchens E < V ist. Hingegen ist fiir £ > V der Koeffizient
B =0, da dann keine Reflexion im Gebiet 2 stattfindet.

Wir behandeln zunéchst den Fall £ > V. Dann lauten die Randbedin-
gungen und ihre Folgerungen

(M :u1(0) =u
(1) : v} (0) = u
Wir multiplizieren die Bedingung (I) mit k2 und ziehen dann davon (II) ab.

Ebenso multiplizieren wir die Bedingung (I) mit k; und ziehen davon (II) ab.
Dies liefert

2(0) — A1 +Bl = A2

ki —k
ko(I) — (1) — Ay(ks — k1) + Bi(ka+ k1) =0 — By =+ "2 4,
k1 + ko
2k
kl(I)—(II) — Ag(k1+]€2) :2A1k1 — A2 = ! Al, (322)
k1 + ko

Damit erhalten wir in den Gebieten 1 und 2 die folgenden beiden Lésungen

up = Al (eiklm + me—iMw) — ue(x) —|—uT(x)

Uy = A ———e"2% = % () . 3.23

2= A (@) (323)

Diese Losungen bestehen im Bereich 1 aus einer einfallenden Welle u¢ und

einer reflektierten Welle u” und im Bereich 2 aus einer durchgelassenen Wel-

le u¢. Von physikalischem Interesse ist zunéchst die Berechnung der Wahr-
scheinlichkeitsstromdichten (2.21)

j=—[uu —u(u*)’] (3.24)
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fiir die drei Wellen und wir erhalten mit (3.24)

o h . . D1

] = %A%(lkl"_lkl) :A%E

- h . ) D1

J" = g Bk — k) = =Bi

o= A2k 4 iky) = A2E2 2
7= 3(iks +iks) = 2 (3.25)

Mit Hilfe dieser drei Gleichungen (3.25) kénnen wir den physikalisch messba-
ren Reflexions- und Durchléssigkeitskoeffizienten berechnen und wir er-

halten
= 4" _ B _ (kl—k2)2
Je A3 k1 + ko
-d 2
J D2 2k, ) dk1 ko
D=2 === = 3.26
¢ m (lﬁ + ko (k1 + ko)? ( )

und diese Koeffizienten haben ersichtlich die Eigenschaft, dass R+ D = 1 ist,
was nichts anderes als den Satz von der Erhaltung der Wahrscheinlichkeit
ausdriickt, oder auch die Teilchenerhaltung, denn bei dem Prozess gehen kei-
ne Teilchen verloren, sie werden entweder durchgelassen oder reflektiert und
die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind durch R und D bestimmt. Dies
ist ganz dhnlich den Verhéltnissen in der Optik der nichtabsorbierender Me-
dien, bei denen gleichfalls fiir das Reflexionsvermogen und das Durchlassig-
keitsvermogen von Licht die obige Beziehung gilt. Ferner erkennen wir, dass
fiir £ > V die Wellenzahl ks — k1 strebt und daher der Reflexionskoeffizient
R — 0 geht. Dies entspricht dem klassischen Grenzfall, bei dem keine Teil-
chen am Potential reflektiert werden. Wenn hingegen im anderen Extremfall
E — V geht, dann wird ke — 0 streben und es tritt starke Teilchenreflexion
ein, was wiederum klassisch nicht erlaubt ist, solange E > V ist, selbst fiir
eine sehr kleine Abweichung.

Als néchstes betrachten wir den quantenmechanisch weitaus interessan-
teren Fall £ < V. Dann ist k;% < 0 und wir setzen daher ky = iko mit
K3 = 22(V — E). Nun lautet die Losung der Schrodinger Gleichung im Ge-
biet 2

ug = Age™ "% 4+ Bye™* | By =10, (327)

wobei By = 0 gesetzt wurde, da die Losungen endlich sein sollen. Aus den
entsprechend abgeéinderten Randbedingungen (3.21) erhalten wir

kl — ilig 2kl

B = Ay = —FA
! k1 + iko Lo 2 k1 + iko !

(3.28)

und damit die Losungen
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up = uf +u" = A (eik”’j + ky ~irg %Hz e_ikl‘”>
kl + 1Ko
2k

d
U = U :Ali,
k1+ZI£2

e (3.29)

mit deren Hilfe wir die Stromdichten j¢, j7 und die Wahrscheinlichkeitsdichte
P? berechnen kénnen

0= A =Py, 7= BB = Py
m m
-d d|2 d 2 41{"% —2Kox el2 e 2
J*=0, [u']" = P*= Al -w——e , |ufls=P°=A7. (3.30)
kT + K5

Aus diesen Gleichungen (3.30) leiten wir schliefilich die beiden wesentlichen
Resultate ab
W _1BE_, P

R — = =1, — =
je A? Pe k2 + k3

e M2t (3.31)

Wir erkennen also, dass im Fall £ < V alle einfallenden Teilchen reflek-
tiert werden, denn der Reflexionskoeffizient R = 1, doch dass eine gewisse
Wahrscheinlichkeit besteht, dass Teilchen in das Potential eindringen, denn
P? ~ exp(—2koz). Wenn diese Wahrscheinlichkeit auf den e-ten Teil abge-
klungen ist, kénnen wir als Eindringtiefe definieren d = ﬁ Dieses Phe-
nomen ist ein typischer Quanteneffekt. Wenn das Potenial V' — oo strebt,
dann geht k2 = £4/2m(V — E) — oo und daher d — 0, sodass u?(0) = 0
wird und sich daher fiir eine unendlich hohe Potentialwand die Randbedin-
gung u1(0) = 0 ergibt, die wir im vorhergehenden Beispiel verwendet haben.
Gleichzeitig strebt fiir ko — oo aufgrund der ersten Gleichung in (3.28) der
Koeffizient By — —1 und wir erhalten fiir die Losung im Gebiet 1 fiir V' — oo

ui(x) = Ay (eik”” — e_iklz) = 2iA;sinkx ,

dh. eine stehende Welle, also, abgesehen vom Koeffizienten, eine reelle Losung
fiir welche die Stromdichte ji(z) = 0 ist.

Eine wichtige Verallgemeinerung des betrachteten Problems erhalten wir,
wenn das Potential bei z = a wieder auf Null abfillt. Dann haben wir es
mit der Reflexion und Transmission von Teilchen an einem Potentialwall zu
tun. Hier sind Losungsansitze fiir die Schrédinger Gleichung in den Berei-
chen x < 0 mit V; = 0, dann in 0 < x < a mit V5 = V und schliellich
in a < x mit V = 0 zu machen und an den Stellen z = 0 und = = a die
Stetigkeitsbedingungen zu erfiillen. Diese Untersuchung fithrt auf ein einfa-
ches Beispiel fiir den quantenmechanischen Tunneleffekt, wonach Teilchen
mit Energien £ < V entgegen den klassischen Vorstellungen nicht nur an
der Potential Barriere reflektiert, sondern auch durch diese hindurchgelas-
sen werden konnen. Die Wahrscheinlichkeit der Transmission kénnen wir mit
Hilfe der zweiten Gleichung in (3.31) nidherungsweise berechnen, indem wir
x = a setzen. Dies ergibt
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P(a) 4k3
Pe T k2 + k3

e 220 (3.32)

Dieser Effekt ist unter anderem verantwortlich fiir den a-Zerfall radioaktiver
Atomkerne (G. Gamov 1928) oder fiir die Ionisation von Atomen in einem
sehr intensiven Laserfeld (N. B. Delone und V. P. Krainov 1998).

3.3.4 Die Eigenfunktionen des Impulsoperators

Als Ausgangspunkt unserer Untersuchung wéhlen wir die folgende einfache
geometrische Konfiguration. Wir betrachten in der Ebene einen sehr groflen
Kreis vom Radius R mit dem Umfang L = 27 R. Auf dem Kreis bewege
sich ein Teilchen der Masse m in positivem oder negativem Uhrzeigersinn.
Wir taufen die Koordinate ldngs des Kreises s und wéhlen auf dem Kreis an
einer beliebigen Stelle den Ursprung O unseres Koordinatensystems. Langs
des Kreises gilt dann fiir den Impulsoperator ps das Eigenwertproblem
df(s)

_ihT =psf(s). (3.33)

Dieses konnen wir sehr leicht durch Separation 16sen und finden
af _ps
f h

Damit diese Losung eindeutig ist, wenn der Kreis einmal umlaufen wurde,
miissen wir verlangen, dass die folgende periodische Randbedingung

ds, f(s) = CenPss . (3.34)

enPss = onPs(HD) g ewPsl — 1 (3.35)
erfiillt ist. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn

psL 5 2hnm
= ZNT s = ——(/—
n b=

,n=+1, 42, ... (3.36)

gilt. Nach Einfiihrung der Wellenzahl mit Hilfe von p; = hk, erhalten wir fiir
die zuléssigen eindeutigen Losungen des Eigenwertproblems

2nm

fn(s) = Cpe*n® |k, = = +1,42,... . (3.37)

Zur Berechnung der Normierungskonstante C,, betrachten wir das Integral
L L
[ ta61ate) = €0 [ ettt
0 0

L
_cie, / Mgy = LCE b s (3.38)
0
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woraus wir bis auf einen Phasenfaktor fiir die Normierungskonstante C,, =
% erhalten. Damit lauten die normierten Eigenfunktionen des Impulses auf
dem Kreis

1

i 21l
fn(s) = —=enfn? y Pn = =mn

,n=41, 22, ... . (3.39)
VL L

und diese Funktionen sind auch Losungen der Schrédinger Gleichung auf dem
Kreis h2 d2 2 27h 2,2
_L fn(s) = Enful(s), En:pin: (2mh)*n
2m  ds? 2m 2mL?
Die Energien E,, sind ersichtlicht zweifach entartet, denn zu jedem Eigenwert
gehoren die beiden Eigenfunktionen f,,(s) und f_,(s). Wenn wir den Radius
R — oo gehen lassen, geht auch L — oo und die diskrete Folge von Eigen-
funktionen f,(s) geht in ein Kontinuum von Funktionen und Eigenwerten
iiber

(3.40)

. 2
i

fols) = Cei?® | B, = an . (3.41)

Die Normierung und Orthogonalitidt dieser Funktionen folgt dann aus der
Beziehung

+5
lim |C|2/ e RO sqs = |CP2mm6(p — p) (3.42)

L—o0 L
2

wo 0(p’ — p) die Diracsche d-Funktion ist (Vergleiche Anhang A.2.4). Das
Ergebnis (3.42) liefert uns auch die Normierungskonstante fiir die kontinu-
ierlichen Impulseigenfunktionen und wir erhalten

fols) = 7\/217}16%”5 : (3.43)

Genau genommen, haben wir bei dieser Rechnung einen kleinen ,,Schwindel*
gemacht, um das Argument der periodischen Randbedingungen einbringen
zu konnen, denn in Wirklichkeit fithrt die Bewegung eines Massenpunktes
auf einem Kreis von konstantem Radius R, wenn er auch noch so grof ist,
nicht auf die Quantisierung der linearen Bewegung des Teilchens sondern auf
die Quantisierung des Drehimpulses der Rotationsbewegung des Teilchens.
Der entsprechende Zusammenhang lésst sich aber im vorliegenden Fall leicht
finden, wenn wir s = R¢ setzen, sodass ds = Rd¢ wird, und wir gleichzeitig
anstelle der Masse m das Trigheitsmoment © = mR? einfiihren. (Vergleiche
Abschn. 3.5.3).

So sehr auch die Diskretisierung der Impuls-Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen fiir die Bewegung eines Quantenteilchens auf einem sehr groflen Kreis
durch Einfithrung der periodischen Randbedingung einleuchtend ist, so we-
nig mag dies im Dreidimensionalen verstdndlich sein. Dennoch hat sich diese
kiinstliche Diskretisierung der Impuls-Eigenfunktionen und Eigenwerte auch
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im dreidimensionalen Raum fiir die praktische Durchfiithrung von Rechnungen
sehr bewahrt. Wir betrachten also ein freies Teilchen in einem Raumwiirfel
des Volumens V = L3 und verlangen, dass die Losungen der Eigenwertglei-
chung des Impulses

—ihVi, (&) = py(x) , ¥, () = CeiP® (3.44)

in der z-, y-, und z-Richtung denselben periodischen Randbedingungen genii-
gen. Dies ergibt, wenn wir in (3.44) p - * = pyx + pyy + p.z setzen, die
Bedingungen _ _ »

enbel =1 enPvl =1 ewPsl =1 (3.45)

?

und diese konnen nur erfiillt sein, wenn gilt

21h 27h
Pz:an,Py:Lnya
21h
Pz = Z Mgy Mgy Ny, Ny = £, £2,00. . (3.46)

Daher lauten dann die normierten Eigenfunktionen des Impulses im Raum-

wiirfel )
s27
wp (:13) — 761T(n$r+nyy+nzz) LV = 3 (3-47)
vV

und zu diesen gehoren die Energiewerte

2(mh)?
Enynyn. = T (n2 +ni +n?). (3.48)

Wenn wir schliefSlich die Kantenléngen L — oo streben lassen, dann erhalten
wir nun im dreidimensionalen Raum das Kontinuum von normierten Eigen-
funktionen des Impulsoperators

1
3

ehP® (3.49)
(2mh)2

by () =

und diese erfiillen die Orthogonalitétsrelation

+oo
Vp (@)t (2)d°z = 6(p" — p) | (3-50)

wo explizit §(p" —p) = 6(pl, — p=)d(p, — py)d(p}, — p=) bedeutet.

3.4 Der harmonische Oszillator

Der klassische, lineare harmonische Oszillator besteht aus einer Masse m,
auf welche eine riicktreibende Kraft K = —kx wirkt, die proportional der
Verschiebung der Masse m in Bezug auf einen bestimmten Punkt ist, der



3.4 Der harmonische Oszillator 55

als Koordinatenursprung O gewihlt wurde. Die Losung des entsprechenden
quantenmechanischen Problems dient der Veranschaulichung, wie das not-
wendige Verhalten der Wellenfunktion im Unendlichen auf die Bestimmung
der Energie-Eigenwerte fiithrt. Andere Probleme der Quantenmechanik, wie
das elektromagnetische Strahlungsfeld in einem Hohlraum und die Fortpflan-
zung von Schallwellen in Festkoérpern und Fliissigkeiten, zeigen formale Aqui-
valenz mit jenem des harmonischen Oszillators und ihre Behandlung beruht
auf den Resultaten der folgenden Uberlegungen. So fithrt etwa die Quan-
tisierung des Strahlungsfeldes auf die Photonen und die Quantisierung des
Schallfeldes in einem Festkorper auf die Phononen. Fiir die Bedeutung des
harmonischen Oszillators ist auch mafigeblich, dass wir es bei vielen Proble-
men der Physik mit der Untersuchung eines Systems in der Umgebung einer
Gleichgewichtslage zu tun haben. Wenn etwa das Potential V() eines eindi-
mensionalen Problems bei £ = a ein Minimum aufweist, dann befindet sich
dort das System in einem stabilen Gleichgewicht und es ist dann bei z = a
die Ableitung V’/(a) = 0. Daher kénnen wir in der Umgebung von z = a das
Potential in eine Taylorreihe entwickeln V(x) = V(a) + V" (a)(x — a)? + ...
und wir sehen, dass in der Umgebung des Gleichgewichts, die Bewegung des
Systems gendhert durch ein Oszillatorpotential beschrieben wird. Diese Er-
kenntnis lésst sich natiirlich auf mehrdimensionale Probleme iibertragen und
zur Analyse des quantenmechanischen Verhaltens eines Systems in der Um-
gebung des Gleichgewichts verwendet.

3.4.1 Die Energie Eigenwerte

Die zeitunabhéngige Schrodinger Gleichung des linearen, harmonischen Os-
zillators erhalten wir aus der klassischen Hamilton Funktion
2
Pz K o
H=-24+ _2°=F 3.51

om 2" (8:51)
durch die Substitution p, — —ih% und durch die Anwendung des resultie-
renden Hamilton-Operators auf die Zustandsfunktion u(z), also

h? d? 1
o dl;(f) + §mx2u(x) = Eu(z) . (3.52)
Es ist zweckmissig, folgende neue dimensionslose Verdnderliche £ = ax und
neuen dimensionslosen Energie Parameter A = % einzufiithren, wobei
4:@:<%)2 2_ K 353
! 2 . , w - (3.53)

sind. Dann lautet die Gleichung (3.52) in normierter Form

2
jg +A=Eu=0. (3.54)
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Fiir €2 > X wird das Verhalten von u(€) durch einen Ausdruck der Form
£ exp (i%) als asymptotische Losung bestimmt, wie sich durch Einsetzen

in (3.54) leicht nachpriifen ldsst. Daher erscheint es sinnvoll, fiir die exakte
Losung folgenden Losungsansatz zu machen
&

u(§) = H(&e 7, (3.55)
wobei wir fiir £ — £oo das positive Vorzeichen in der Exponentialfunktion
ausgeschlossen haben, da dieses im oo zu einer divergenten Losung fiihren
wiirde. Die noch zu bestimmenden Funktionen H(¢) miissen Polynome end-
licher Ordnung sein, damit die Randbedingung (3.55) im Unendlichen erfiillt
bleibt. Beim einsetzen von (3.55) in die Schrodinger Gleichung (3.54) erhalten
wir eine Differentialgleichung fiir die Funktionen H ()

d’H dH

e %(Tg +(A=1)H=0. (3.56)

Zur Losung dieser Gleichung machen wir den folgenden Potenzreihen Ansatz
(Vgl. Anhang A.2.3)

H(E) =¢8> a8, (3.57)
v=0

wo ag # 0 sein soll, damit die Potenzreihe jedenfalls mit £° beginnt. Wenn wir
diesen Ansatz in die Differentialgleichung (3.56) fiir H () einsetzen, kann der
Potenzreihenansatz (3.57) nur dann eine Losung sein, wenn die Koeffizienten
der verschiedenen Potenzen von & gleich Null sind, also wenn gilt

s(s=1)ag =0, (s+1)sa; =0
(s+2)(s+1)az—(2s+1—=Xag=0

(s+v+2)(s+v+1Days2—(2s+2v+1—ANa, =0.

(3.58)

Da ag # 0 gewéihlt wurde, folgt aus der ersten Gleichung, dass s = 0 oder
s = 1 sein kann und aus der zweiten Gleichung schliefen wir s = 0 oder
a1 = 0 oder beides. Die letzte Gleichung in (3.58) zeigt, wie der allgemei-
ne Koeflizient a, 42 aus a, bestimmt werden kann. Wir erhalten demnach
eine zweigliedrige Rekursionsformel zur Bestimmung der Koeffizienten a,,.
Wir betrachten zunichst den Fall s = 0. Da ag # 0 ist, besteht die einzige
Mobglichkeit, die Folge der a, mit geradem v abzubrechen, in der Bedingung

A=2w+1 (3.59)

fiir beliebige gerade Werte von v. Dann kann A die Werte 1,5,9,... anneh-
men. Diese Werte von A werden, wie aus der Rekursionsformel ersichtlich,
nicht die Folge der a, mit ungeradem v beenden. Daher besteht die einzige
Moglichkeit, dafiir zu sorgen, dass H(£) nur eine endliche Anzahl von Ter-
men besitzt, darin dass a; = 0 gesetzt wird. Dies verhindert, dass die Folge
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der a, mit ungeradem v iiberhaupt beginnt. Dieselben Argumente lassen sich
nun fiir den zweiten Fall s = 1 verwenden. Wiederum sind nur Terme mit
geradem v erlaubt und a; = 0. In dem Fall durchlduft A die Wertefolge

A=2v+3,o0der A=3,7,11,... (3.60)

und die resultierenden Polynome H(£) sind nun ungerade Funktionen von
¢, da die vorhergehenden geraden Polynome H(&) jetzt mit & multipliziert
wurden. Die Kombination der beiden Resultate (3.59,3.60) liefert dann die
erlaubten Werte von A

A=2n+1,n=0,1,2,3,... (3.61)

und mit Hilfe der Definition A = % erhalten wir fiir die moglichen Energie

Eigenwerte des quantenmechanischen Oscillators
1
E, = (n + 2) hw . (3.62)

Wie wir sehen, fithrt das Abbrechen der Reihe fiir H(§) zu einer diskreten

Folge von Energie Eigenwerten. Dieses Abbrechen ist aber notwendig, um die

Randbedingung im Unendlichen u(&) ~ exp (—%) nicht zu verletzen. Denn
2

wenn wir die Reihe nicht abbrechen, dann gilt asymptotisch a;i — = und

wir wiirden als asymptotisches Verhalten von H(£) ~ exp(¢?) erhalten, in
Widerspruch mit der Randbedingung fiir u(§).

Aufgrund der Formel (3.62) besitzt der Quantenoszillator selbst im nied-
rigsten Energiezustand n = 0 einen endlichen Energiewert Ey = %’ Hin-
gegen ist die niedrigste Energie eines klassischen harmonischen Oszillators
Ey = 0. Dieser wesentliche Unterschied ist eine Folge des Unschérfeprin-
zips. Damit der klassische harmonische Oszillator die Energie Fy = 0 hat,
muss sowohl der Impuls p, als auch die Lage = gleich Null sein, wie aus der
klassischen Hamilton Funktion folgt. In der Quantenmechanik ist dies aber
nach der Unschérferelation Ax - Ap, > % unmoglich, da p, = = = 0 nicht
gleichzeitig durch Messung feststellbar sind. Die Aufteilung der Unschérfen
auf p, und z, welche die minimale Gesamtenergie liefert und gleichzeitig der
Unschérferelation geniigt, liefert F ~ Aw. Um dies zu zeigen, betrachten wir
die Gesamtenergie, die sich aus der mittleren quadratischen Abweichung der

Messung ergibt, ndmlich

-1 [(Ap?
E=s [<mpf”> + mmﬂ , (3.63)
und fordern die minimalen Unschiirfen, sodass (Ax?)(Ap2) = %2 ist. Dann

erhalten wir nach Eliminierung von (Az?)

1 [4<ﬂﬁ2 <Api>} .

po1
2 [4Ap3)  m

(3.64)
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Wenn wir diesen Energieausdruck nach (Ap2) differenzieren und die Ablei-
tung gleich 0 setzen, finden wir, dass das Minimum bei (Ap2) = hw Jijegt und

2
daher ist nach Einsetzen dieses Wertes in (3.64)
1
Bunin = 51w = Ey . (3.65)

Dieses Resultat legt nahe, dass die Wellenfunktion ug(z) des niedrigsten Ener-
giezustandes die Gestalt eines Wellenpaketes minimaler Unschérfe (2.88) hat,
also eine Gaufische Kurve ist. Dies ist tatséchlich der Fall, da gemif unse-

rem Losungsansatz (3.55) fiir u(§) folgt, dass ug(x) = Ho(€)exp (%52) =

ap exp (— az’”z) ist. Im Gegensatz zur Bewegung eines freien Quantenteil-
chens, zerfliefit dieses minimale Unschérfepaket des Quantenoszillators nicht,
da hier gilt 1o (z,t) = uo(x) exp(—1 Eot). Diese Tatsache war historisch der
Anlass, dass Schrodinger ein Elektron als Quantenteilchen mit einem Wel-
lenpaket identifizieren wollte. Diese Untersuchungen fiithrten ihn auf die Er-
findung der Kohirenten Zustéinde, die viele Jahre spéter in der Laserphysik

grofle Bedeutung erlangen sollten.

3.4.2 Die Eigenfunktionen des Oszillators

Die Losungen der Differentialgleichung (3.56) fiir H (), welche verschiedenen
Werten von A = 2n + 1 entsprechen, sind Polynome n-ter Ordnung. Diese
sind gerade, wenn n gerade ist und sie sind ungerade fiir ungerades n. Setzen
wir A = 2n+1, dann lautet die Differentialgleichung fiir die Polynome H,, (€),
welche die Hermiteschen Polynome genannt werden (Siehe Anhang A.3.1)

d’H, dH,
-2
de? ¢ de¢

Diese Polynome lassen sich zweckméflig aus der Taylorschen Reihenentwick-
lung der erzeugenden Funktion G(€,s) = exp(—s? + 2s€) herleiten, nimlich

+2nH, =0. (3.66)

_—s%4a2se _ = Hn(g) n
G(,s)=e = Z — s (3.67)
n=0
Wenn wir auf diese Gleichung den Operator g—; —2£ a% + 23% anwenden,
erkennen wir sofort, dass die Koeffizienten H,(¢) der Taylorschen Reihenent-
wicklung tatséchlich der Gleichung (3.66) geniigen. Daher erfolgt die Erzeu-
gung der Hermiteschen Polynome durch die Formel

= e52(—1)" { 0 (55)2} = (—1)"e* = e ¢

., (3.68
. & (3.68)
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wobei der Faktor (—1)" vom Ubergang der Differentiation nach s zur Dif-
ferentiation nach ¢ herrithrt. Die Anwendung der Formel (3.68) fithrt zum
Beispiel auf folgende ersten drei H, (&)

Ho(€) =1, Hi(§) =2¢, Hy(§) =46 —2,... . (3.69)

Die so definierte unendliche Folge von Orthogonalpolynomen ist gekennzeich-
net durch unsere Wahl von ag = 1 in unserem Losungsansatz fir H (&) bei
der Auffindung der Eigenwerte F,, des harmonischen Oszillators.

3.4.3 Die Normierung der Eigenfunktionen

Mit Hilfe unseres Losungsansatzes (3.55) und der Definition von £ = ax
lauten somit die zuldssigen Eigenfunktionen des linearen harmonischen Os-
zillators ), e

Un(z) = Npe™ T2 Hy,(ax) , o = a (3.70)

Die Normierungskonstante N, bestimmen wir mit Hilfe der Bedingung

+oo +oo 5 o
/ uy upde = Ng/ e~ T H2(ax)dz

_ ?/m e EH2(E)de = 1. (3.71)

Die Berechnung von N,, erfolgt am zweckméfBigsten mit Hilfe der erzeugenden
Funktion. Dazu betrachten wir das Integral

/ e 6 )6(E e~ / o e e g

= Z Z,;n: / ¢ H,(€)Hom (€)d€ (3.72)

n=0m=0

Das Integral in (3.72) iiber das Produkt der beiden erzeugenden Funktionen
liisst sich leicht berechnen, wenn wir die Umwandlung machen —[¢? — 2(t +
$)E+12 + 5% = —(£ —t —s)? + 2ts und die neue Integrationsvariable n = £ —
t — s einfithren. Dies gestattet dann, das nach der Umrechnung resultierende
Gauflsche Fehler Integral zu berechnen und wir erhalten

th 2" ntn S A e —¢?
VA TR S S S [ e e
n=0m=0 = Y7

(3.73)
Das Gleichsetzen der Koeflizienten mit denselben Potenzen s™t™ auf beiden
Seiten von (3.73) liefert die Orthogonalitéits-Bedingung

/+Oo e & Hy (€) Hp (€)dE = /An12"6 (3.74)

— 00
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[N

woraus wir den Normierungsfaktor NV,, = {ﬁ} ablesen kénnen und die

normierten Eigenfunktionen lauten schliefilich

2 2

a an(ax)e‘éw. (3.75)

V/mnl2n

Wenn wir die Wahrscheinlichkeitsdichten |u,(x)|?> der Anregungszustinde
(3.75) des Quantenoszillators in ein Diagramm, gemeinsam mit dem Os-
zillatorpotential V(z) = %z? und den Energieniveaus E, = hw(n + 1),
eintragen, stellen wir fest, dass diese Wahrscheinlichkeiten fiir kleine Wer-
te von n kaum Ahnlichkeit mit der entsprechenden klassischen Verteilung
~ (22 — 2%)~ = haben, doch dass mit zunehmender Anregung des Oszillators
die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten dW,, (x) = |u, (z)|?dx sich innerhalb der

Grenzen z,, = i\/% der korrespondierenden klassischen Verteilung im

Un(z) = [

Mittel anndhern. Dies ist ein weiterer Hinweis auf das Wirken des Bohrschen
Korrespondenzprinzips fiir grofile Quantenzahlen n. Das angedeutete Verhal-
ten haben wir in Abb. 3.3 dargestellt.
Nun verwenden wir die erzeugende Funktion, um zwei weitere Integrale
zu berechnen. Als Ausgangspunkt wihlen wir das Integral
+o0o

I=[ GEspes

. € { (€ t)e 22} d¢ . (3.76)

lu, (x)I* V(x) E,

L \/\M/\Jwvv\/zt
)% N

AN

Abb. 3.3. Der harmonische Oszillator
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Nach Einsetzen der Definitionen von G(&,s) und G(§,t) erhalten wir mit
einigen elementaren Umformungen

+oo 2 2 0 2 2
I= / e ® +255e*%8—§ [et +2tge£2} d¢

— 00

—+o0
_ / o~ (P 2 =€ (91 _ )¢

— 00

+oo
_ —eQSt/ D (e s f)—(t—s)de.  (3.77)

— 00

Nun fiihren wir die neue Integrat10nsveranderhche 1n = £—s—t ein und finden
fiir (3.77) wegen f e=d¢ = /r

+oo 5
I = et / ey — (¢ — 8)d

— 00

0 ntn+1 _ Sn+1tn

025t \FZ —— (3.78)

i

Andrerseits erhalten wir mit Hilfe der Taylorschen Reihenentwicklung von

G(&,s) und G(&,t) in (3.76)

I= Z Z nTn:/ H( *%a% [H (g)ef] ¢ (3.79)

n=0m=0

und da H,(£) exp(—g—) = up(z )(‘F"'2 )2 ist, liefert das Gleichsetzen der
Koeffizienten mit denselben Potenzen s"t™ in den beiden Reihen (3.78) und
(3.79) fiir I das folgende erste wichtige Integral A4

<”;1>é5m,n+1—(g)é5mm1] . (3.80)

Als néchstes berechnen wir mit Hilfe der Eigenwertgleichung Hu,, = E,u,
und der expliziten Form des Hamilton-Operators des harmonischen Oszilla-
tors (3.52) zunéchst das weitere Integral fiir den Kommutator [H, x]

/+<><> un(x)c%um(x)dx =«

— 00

+o0 +too
/ up () [H, 2|ty (x)de = (B, — Em)/ Up (T) 2, (2)de

— 00 — 00

h2 +o0 d2 d2
= om | Up () <dx2x - xdaﬁ) U, (z)dx

h? [tee d
= un(x)gum(x)dx , (3.81)

wobei das letzte Integral gilt, weil %(wum) = 2 Uy + xd 2um ist. Damit
erhalten wir das folgende zweite wichtige Integral B
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(n; 1) : Omm+1 + (g)% 5m,n1] , (3.82)

wobei in den Integralen A und B die Beziehung E, ;1 — E, = hw und die

Definition o? = 7% verwendet wurden.

/+Oo U (T) Ty, (2)dx = 1

oo «

3.4.4 Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Als nichstes fithren wir die beiden Operatoren a™ und a ein, die folgender-
maflen definiert sind

a*iz+7i *ﬂer ! i
R Ve T VR Vaade
L« i « i d

i
= —0r———pPy=—F4=F— —— . 3.83

Vi Ve T Ve Vaadr 35
Mit Hilfe dieser Definitionen und den beiden Integralen A und B erhalten
wir die folgenden beiden Integrale

—+o0
/ Un () a U (2)dx = vV + 10m,, nt1

+oo
/ Un (7)™ Uy (z)dz = /Ny o1 - (3.84)
—00
Um mebhr iiber die Operatoren a und a® zu erfahren, beachten wir, dass die
beiden Integrale (3.84) mit folgenden Beziehungen vertréiglich sind

atu, = Vn+ Wy, aly = VNp_1 . (3.85)

Um zu zeigen, dass diese beiden Gleichungen richtig sind, haben wir nur zu
beweisen, dass die beiden Funktionen a™u, und au, der Schrédinger Glei-
chung des harmonischen Oszillators mit den Eigenwerten E,.; und FE,_;
geniigen, wie wir gleich sehen werden.

Die Operatoren at und a werden gewohnlich als Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren bezeichnet, weil aufgrund der Beziehungen (3.85) die
Operation mit a™ (oder a) auf die Zustandsfunktion w,,, die einem Zustand
mit n Quanten der Energie Aiw entspricht, zu einem neuen Zustand mit n + 1
(bzw. n — 1) Quanten fiithrt, dh. es wird die Einheit fiw eines Quants der
Anregung des Oszillators erzeugt (bzw. vernichtet).

Unter Verwendung der Kommutator Beziehung [p,,, 2] = —ih erhalten wir
fiir den Kommutator von @ und a™ mit Hilfe der Definitionen (3.83)

oo = | (5 ) (G5 - )
= f%h[gz,;ﬁz] + ;—h[ﬁx,ﬁ] =1. (3.86)

Andrerseits kénnen wir mit Hilfe der Definitionen (3.83) von a und a* die
Operatoren 2 und p, in folgender Weise ausdriicken
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1 ih
(a+a"), po = —=(a*

V2a V2

und wenn wir dies in den Hamilton-Operator des Oszillators (3.52)

—a) (3.87)

i‘:

9
3 Dz 1 ~2
H=="2+_- .
o + 5hE (3.88)
einsetzen, die Abkiirzungen a* = % und w = 1/% beachten und den

Kommutator (3.86) verwenden, dann lisst sich der Hamilton-Operator (3.88)
in folgender Weise durch die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aus-
driicken

H= %(a at +ata) = hw <a+a + ;) : (3.89)

Dies ist eine auflerordentlich niitzliche Gestalt des Hamilton-Operators des
harmonischen Oszillators und ist unter anderem von grundlegender Bedeu-
tung fiir die Quantisierung von Wellenfeldern, wie dem elektromagnetischen
Strahlungsfeld, dem Wellenfeld der Schwingungen eines Festkorpers oder ei-
nes Plasmas, deren Quantisierung respektive auf die Photonen, Phononen,
oder Plasmonen etc. als den Quanten dieser Felder fiihrt, also den Ausgangs-
punkt einer Quantenfeldtheorie bildet.

Da der Operator ata ersichtlich dieselben Eigenfunktionen u, wie der
Hamilton-Operator H hat und die Zahl n der Quanten hw die zugehorigen
Eigenwerte sind, ist auch a*a ein hermitescher Operator, der mit H kommu-
tiert, im Gegensatz zu den beiden Operatoren a und a™ allein fiir sich. Um
diese Eigenschaft von a™a explizit nachzuweisen, geniigt es die Eigenschaften
der Operatoren a und a™ anzuwenden, denn wir erhalten

aTau, = aTVnun—1 = vVnatu,—1 = nuy, (3.90)
und daher ist auch
. 1 1
Hu,, = hw (a+a + 2) Uy, = hw <n + 2) U, - (3.91)

Somit ist die Losung des Eigenwertproblems des harmonischen Oszillators
dquivalent mit der Losung von Nu = Fu, wo N = ata der Besetzungszahl
Operator genannt wird. Mit Hilfe der Eigenschaften von a, at und N, die aus
der Kommutator Beziehung von x und p, folgen, lisst sich das Eigenwertpro-
blem des harmonischen Oszillators auf rein algebraischem Wege 16sen. Die
Operatoren a™ und a werden in diesem Zusammenhang auch Leiteroperato-
ren genannt, da man mit ihnen die Leiter der Energieniveaus des Oszillators
hinauf, bzw. hinab steigen kann.

3.4.5 Quantisierung des Strahlungsfeldes

Von der Quantisierung des linearen harmonischen Oszillators fithrt ein di-
rekter Weg zur Quantisierung des Strahlungsfeldes, wie bereits mehrfach an-
gedeutet. Im Vakuum ldsst sich das elektromagnetische Strahlungsfeld, das
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durch die Feldstiarken E(x,t) und B(z,t) bestimmt ist, aus dem Vektorpo-
tenial A(z,t) mit Hilfe der Beziehungen (Siehe Anhang A.6.2)

_1oa
c Ot

, B=rotA (3.92)

herleiten und das Vektorpotential geniigt der Wellengleichung

1 92
Wir betrachten hier nur den einfachen Fall, dass sich das Strahlungsfeld in
der z-Richtung fortpflanzt und in der y-Richtung linear polarisiert ist. Dann
kénnen wir setzen A(z,t) = e,A(z,t), wo €, einen Einheitsvektor linearer
Polarisation darstellt und A(z,t) der Gleichung

PA(x,t) 1 0*A(x,t)
oz @ o 0 (3.94)

geniigt. Nun schlieen wir das Strahlungsfeld zwischen zwei unendlich aus-
gedehnten Winden bei x = 0 und = = L ein, die zur x-Achse senkrecht
stehen, wobei L sehr grof} sein soll, und unterwerfen A(xz,t) den Randbedin-
gungen A(0,t) = A(L,t) = 0. Dann kénnen wir A(z,t) in eine Fourier-Reihe
in folgender Form entwickeln

[87c2 & A
Az, t) = 7;0 Z(p\(t)sin%x, (3.95)
A=1

wobei der Vorfaktor 8”;2 aus ZweckméBigkeitsgriinden eingefiithrt wurde
und die Fourier-Funktionen der Orthogonalitétsrelation
L . ATT |, pTmx L
) S T Sin le’ = 55)\»H (396)

geniigen. Wenn wir den Ansatz (3.95) in die Wellengleichung (3.94) einsetzen,
so erhalten wir

A\ 2 1. . A
- (L) x — CQC]/\‘| Sin ——= 1 = 0. (3.97)

oo
Multiplizieren wir diese Gleichung mit sin (“—zm) und verwenden wir danach
die Orthogonalitétsrelation (3.96) so erhalten wir

ix+ i =0, Wl =ck2, ky = %)\ (3.98)

und erkennen, dass wir das Strahlungsfeld auf diese Weise in ein unendli-
ches System von Feldoszillatoren zerlegen konnten. Nun berechnen wir mit



3.4 Der harmonische Oszillator 65

Hilfe der Gleichungen (3.92) und dem Ansatz (3.95) E = 71%—‘?% und
B = gAEZ und setzen dies in den Ausdruck fiir die elektromagnetische
Strahlungsenergie zwischen den beiden Winden ein. Dies ergibt unter Ver-
wendung der Orthogonalitéitsrelationen (3.96)

oo

1 o0
W= o 0 dz(E? + B?) = 5 Z B3+ wiad) =D Halprnan),  (3.99)

wo wir formal die Hy (py, ¢») als die Hamilton Funktionen der Feldoszillatoren
betrachten kénnen, die im klassischen Fall mit den Energien E dieser Oszilla-
toren iibereinstimmen, deren Summe die gesamte Energie W des Strahlungs-
feldes zwischen den beiden Winden liefert. Uberdies ist py = Hy /94y = da,
da hier alle Feldoszillatoren im iibertragenen Sinn die ,,Masse“ m = 1 haben.
(Vgl. Anhang A.6.1)

Nun betrachten wir diese Feldoszillatoren als harmonische Oszillatoren
der Quantenmechanik. Bei der Quantisierung gehen die klassischen Grofien
px und gy in die korrespondierenden Operatoren py und ¢y iiber, die den
Heisenbergschen Vertauschungsrelationen

D, Gu] = —ihdx, (3.100)

geniigen, sodass der Hamiltonoperator und die Schrédinger Gleichung des
Strahlungsfeldes lauten

8,(/161

1 o0
Hy = 5 Z 3+ wXd3) » H¢e1 =ih (3.101)

Da Hy nicht explizit von der Zeit ¢t abhingt, konnen wir den Ansatz machen
Vel = Uel exp(—%Et) und die stationiren Zustidnde geniigen dann der Glei-
chung ﬁeluel = Fug. Da die Feldoszillatoren nicht gekoppelt sind, kénnen
wir einen Separationsansatz fiir die Eigenzustdnde machen

ua = [Jur, E=)_Ex (3.102)
A=1 A=1
und die Schréodinger Gleichung fiir die einzelnen Feldoszillatoren lautet dann
R? 9% 1
|: 2 8 2 + quA:| Uy = E)\'LL)\ 5 (3103)

deren Eigenwerte und Eigenfunktionen wir bereits kennen

1
Ey\ = En)\ = hwy (TL)\ + 2) , Uy = um(qA) (3.104)

und wo die n) die Anzahl der Feldquanten im Oszillator A sind. Ein spe-
zieller angeregter Zustand des Strahlungsfeldes, oder ein Eigenzustand des
Strahlungsfeldes ist dann
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”[Z) = U 6_%En1,n2,...nu...t
MN1,N2,... Ny et Mn1,M2,... Ny ...

1
unl,ng,...n“... = HUA ) Enl,ng,...n,l,... = Z hw)\ <n)\ + 2> . (3105)
A A

Nun fiihren wir die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren von Photonen
hwy ein

. 1 . iho Wi\ 3
= (el o) = ) = ()T @109

deren Vertauschungsrelationen lauten

lax, ] = dxu s [ax,au] =0, [a),a;] =0, (3.107)

sodass der Hamiltonoperator des freien Strahlungsfeldes die Form erhélt

N . . N 1 ~
H=> Hy, Hy=hw, (NA+2> , N\ = ajax (3.108)
A
und folgende Gleichungen gelten
N)\unl,ng,...n,\... = n)\unl,n27...n,\...
ajunl,ng,.‘.n)\... = Vnx + 1un1,n2,..‘n)\+1‘..
A \Uny ng,..ny... — VIAUny no,..nx—1... - (3109)

Abschlieflend kénnen wir das quantisierte Vektorpotential angeben, das nun
als Quantenoperator auf einen ganz bestimmten Zustand des Strahlungsfeldes
wirken kann

. . Arhe? o= 1 A
A(x)zsyA(z)zsy\/?Z —(f +ansn T, (3110)
=1 VA

wobei in der Schrédinger Darstellung (oder Schrédinger Bild) die Operatoren
des Strahlungsfeldes zeitunabhiingig sind und die Zustéinde des Feldes (3.105)
zeitabhéngig. Die Verallgemeinerung der Quantisierung des Strahlungsfeldes
auf drei Dimensionen und beliebige Polarisation ist zwar aufwendiger, doch
die prinzipielle Idee der Zerlegung des Feldes in Feldoszillatoren, von denen
angenommen wird, dass sie wie mechanische Oszillatoren behandelt werden

konnen, ist dieselbe. (Siehe Abschn. 7.3.2).
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3.5 Die Schrédinger Gleichung
im kugelsymmetrischen Potential

3.5.1 Voraussetzungen

Ein sphérisch symmetrisches Potential ist dadurch ausgezeichnet, dass das
Potential V' nur vom Abstand vom Ursprung des Koordinatensystems ab-
hiéngt, also V(x) = V(Jx|) = V(r) ist. In der klassischen Mechanik besitzt
ein Teilchen, das sich unter der Einwirkung einer Kraft K = —VV (r) bewegt,
einen konstanten Drehimpuls L = x X p, denn wir finden zun#chst

%:%Xp—l—wx%:xx[(, (3.111)
wobei der erste Term in dieser Gleichung verschwindet, da v x p = 0 ist. Da
K die Kraft ist, die aus einem Potential V'(r) ableitbar, finden wir weiter

% =z x %d‘gff) =0, (3.112)
denn x x = 0 (Siehe Anhang A.6.1). In diesem Fall sind in der klassi-
schen Mechanik, etwa beim Kepler-Problem, sowohl die Energie E als auch
der Drehimpuls L Konstanten der Bewegung. Wie wir sogleich zeigen wer-
den, lautet das korrespondierende Resultat in der Quantenmechanik, dass
die drei Operatoren H, L? und L, miteinander kommutieren, sodass die
drei Observablen &£, £2 und £, gleichzeitig scharf gemessen werden kénnen.
Dabei kann die z-Achse beliebig im Raum orientiert sein. Diese Moglichkeiten
der gleichzeitigen scharfen Messung in der Quantenmechanik bedeuten eine
Einschrankung gegeniiber der klassischen Mechanik, wo bekanntlich alle drei
Komponenten des Drehimpulses gleichzeitig scharf messbar sind. Also werden
wir fiir die Drehimpulskomponenten von Null verschiedene Vertauschungsre-
lationen und entsprechende Unschérferelationen zu erwarten haben.

3.5.2 Separation der Schrédinger Gleichung in Kugelkoordinaten

Zur Umrechnung des Laplaceschen Operators A in Kugelkoordinaten r, 6, ¢
verwenden wir die Beziehungen (Siehe Anhang A)

x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z =rcosh . (3.113)

Damit geht die zeitunabhéngige Schrodinger Gleichung
h2
—%A(T,Q,QS) + V(T) U(T,07¢) = EU(T,0,¢) (3114)

iiber in
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om |72 ar \" ar 256 00 \""7 99 r2sin” § 9¢> wirs o,
+ V(r)u(r,0,¢) = Eu(r,0,¢) . (3.115)

Bei einem kugelsymmetrischen Potential kénnen wir fiir die Losungen u(r, 6, ¢)
den folgenden Separationsansatz machen

u(r,8,¢9) = R(r)Y (0, ¢) . (3.116)

Wenn wir diesen Ansatz in (3.115) verwenden und eine Separationskonstante
A einfithren, erhalten wir die beiden separierten Gleichungen

1d 9dR 2mr?
- - - [E— =\ A1
Rdr (T dr) e BVl (3:117)
und 5 9 52
1 1
_ — [ sinf— —— | Y =)\Y. A1
Lin@ 90 (Sm ae> T o 8(;52] (3.118)
Die radiale Differentialgleichung (3.117) ldsst sich auf folgende Form um-
schreiben
1d [/ ,dR 2m A

Auf diese letzte Gleichung kommen wir spéter zuriick, wenn wir ein ganz
bestimmtes Potential V' (r) betrachten werden, etwa das Coulomb Potential
des Wasserstoff Atoms.

3.5.3 Die Kugelflichenfunktionen

Die winkelabhiingige Differentialgleichung (3.118) ldsst sich mit dem Ansatz
Y (6,0) = ©(0)P(¢) weiter separieren. Mit Hilfe der Separationskonstanten
m? (nicht mit der Masse zu verwechseln) ergeben sich die beiden Gleichungen

1 d%*¢ 9

und

1 9 00 m?
— — | sinf— A— =0. 121
Sin6 06 (Sm ae) + ( sin29> ©=0 (3.121)
Die Losungen der Gleichung fiir @#(¢) sind leicht anzugeben. Wir haben die
beiden Fille m # 0 und m = 0 zu betrachten und finden

m#0 — P(¢) = Ae™m? 4 Be~imé
m=0 — &(¢)=A' +B¢. (3.122)
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Da die Losungen der Schrodinger Gleichung eindeutige Wahrscheinlichkeit-
sampituden sein sollen, miissen wir verlangen, dass u(r, 0, ¢ +27) = u(r, 0, @)
gilt. Dies fiithrt auf die Einschrinkung der erlaubten Werte von m auf die
ganzen Zahlen. Dann ergeben sich aus (3.122) die Losungen

1 .
B (0) = Tﬂe‘"w ,m=0, £1, £2, £3,... , (3.123)

wobei wir bereits den Normierungsfaktor (27‘()7% eingefiihrt haben, der aus
der Bedingung (®,,,, ®,,) = 1 folgt. Uberdies sind diese Funktionen zueinan-
der orthonormal, d.h. (@, D) = G me-

Zur weiteren Behandlung der Differentialgleichung (3.121) fiithren wir die
neue Veranderliche & = cos 6 ein. Dann geht der Variablenbereich 0 < 6 <7
iiber in —1 < ¢ < +1. Ferner machen wir die Umbenennung ©(0) = P(&).
Danach lautet die neue Differentialgleichung

;g[g_g?)ilﬂ + (,\_17”22)13:0. (3.124)

Die einzigen im Intervall —1 < ¢ < 41 eindeutigen und in den Endpunkten
¢ = +1 endlichen Losungen der Differentialgleichung (3.124) ergeben sich
durch den Ansatz

[m|

P& =(1-€)7=f(9), (3.125)
womit wir fiir f(§) die folgende Differentialgleichung erhalten
d? d
(1= )5 ~2(iml + DESE+ D= mlml + D)f =0, (3126

welche mit dem Reihenansatz
FE) =) e’ (3.127)
s=0

folgende Rekursionsformel fiir die Koeffizienten c¢; liefert
(s +1)(s+2)csr2 = [s(s = 1) +2(Jm| 4+ 1)s — A + [m|(|m| + 1)]cs . (3.128)

Damit die Reihe fiir f(§) im Intervall (—1,+1) endlich bleibt, ist notwendig
und hinreichend, dass f(£) ein Polynom ist, das wir vom Grad p nennen
wollen. Daraus folgt, dass c,42 = 0 sein muss und daher ergibt sich fiir den
Parameter A

A= p(p— 1)+ 2(m| + Dp -+ |ml(jm] +1) = (p+ pl) (o + ] +1) . (3.129)
Wenn wir jetzt p + |m| = [ taufen, so folgt

A=1(1+1),1=0,1,2,3,... . (3.130)
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Die so definierten Polynome f,(§) vom Grad p = [ — |m| > 0, diirfen bei
festem ! und |m| nur die Werte |m| < [ annehmen. Die hier, &hnlich wie
bei der Behandlung des harmonischen Oszillators, aufgefundenen, im Inter-
vall (—1,+1) physikalisch zulédssigen, eindeutigen und endlichen Lésungen
P (&) heiBen die zugeordneten Legendreschen Funktionen und diese lassen
die folgende Darstellung zu (Vgl. Anhang A.3.3)

imi dlml
2

B =0-€)F

P&, (3.131)

wo die P;(§) die gewthnlichen Legendre Polynome sind, welche aus der fol-
genden erzeugenden Funktion hervorgehen

IS S - !
G(r,§) = N lZOPz(i)r : (3.132)

Damit hat dann eine partikulire Losung der Schrédinger Gleichung (3.115)
fiir ein kugelsymmetrisches Potential die folgende Gestalt

1
V2T

Hier wurde bereits eine weitere Quantenzahl n in Bezug auf die Losung der
radialen Schrodinger Gleichung (3.119) eingefithrt. In dieser Gleichung ist
nun auch A durch {(I 4 1) zu setzen. Die Normierungskonstanten NN ., folgen
aus der Bedingung

u(r, 8, ¢) = Rn,l(r)eim‘z’Nl,mPZm(cos 0) . (3.133)

| Ny |2 / [P™(cos 0)]? sin 0df = 1 (3.134)
0
und da die P/*(§) die Orthogonalitétseigenschaft haben

e om 2 (L4 |m))
[1 P EP()dE = T—i—lméw’ (3.135)

folgt (bis auf einen unbedeutenden Phasenfaktor)

2l+1(l—m)!}é (3.156)

N“”:{ 2+ ml)]

Damit lautet dann wegen (3.123) der normierte Winkelanteil einer partiku-
laren Losung der Schrodinger Gleichung (3.114) (Siehe Anhang A.3.4)

o [2A41 = m)E . imo [ (=)™ m >0
o) =[S o {0 }@137)
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Diese Funktionen werden die Kugelflichenfunktionen genannt. Einige dieser
Funktionen von der niedrigsten Ordnung sind

1

Var

Y10, 6) = — (8?;') sinfel? | Y;71(0, 6) = (;;_) sinfe™'? . (3.138)

Y90, ) =

™

Y(0,¢) = <43) ’ cos 6

Der radiale Teil der Zustandsfunktion R, ;(r) wird durch die Ldsung der
radialen Schrodinger Gleichung (3.119) bestimmt. Diese Funktionen R, ;(r)
héngen im Gegensatz zum winkelabhéngigen Anteil Y, (6, ¢) von der speziel-
len Form des Zentralpotentials V' (r) ab. Da wir gezeigt haben, dass A = [(I+1)
ist, werden die radialen Losungen R,, ;(r) von [ und einer weiteren Quanten-
zahl n abhéngen, die bei der Losung der radialen Gleichung (3.119) eingefiihrt
wird. Aus demselben Grund werden im allgemeinen die Energieeigenwerte
gleichfalls von n und [ abhingen, nicht aber von m, da m in der radialen
Gleichung nicht vorkommt. Daraus folgt, dass infolge der Bedingung |m| <,
im allgemeinen mindestens 2! 4+ 1 Eigenfunktionen (jede mit verschiedenem
m) zu jedem Energiecigenwert E,,; gehoren, dh. (2! + 1)-fache Entartung
vorliegt.

3.5.4 Die Paritit der Kugelflichenfunktionen

Wir finden die Paritétseigenschaften der Kugelflichenfunktionen, indem wir
das Verhalten dieser Funktionen untersuchen, wenn wir « durch —a ersetzen.
In Kugelkoordinaten ausgedriickt, entspricht dieser Substitution die Trans-
formation

ror,0on—0,¢—>d+m. (3.139)

Da die Funktionen P™(¢), mit der Verénderlichen { = cosf, bestimmt sind
durch den Faktor (1 — 52)%, multipliziert mit einem Polynom in ¢ vom
Grade | — |m] folgt bis auf einen Normierungsfaktor, dafl
Y (= 0,6 +m) = (=1)"" "B (cos )™ el =

P (cos 0)e™? (1) = (=1)'Y;™(6, ¢) . (3.140)
Dabher ist die Paritét dieser Funktionen gerade, wenn [ eine gerade ganze Zahl
ist und sie ist ungerade, wenn [ eine ungerade ganze Zahl, oder anders gesagt,
Y™ (6, ¢) hat die Paritét von I. Diese Eigenschaft ist zum Beispiel von Wich-

tigkeit fiir die Auswahlregeln bei der elektromagnetischen Dipolstrahlung der
Atome. (Vgl. Abschn. 7.4)

3.5.5 Die Drehimpulsoperatoren und ihre Eigenfunktionen

Der klassische Drehimpuls L eines Teilchens mit der Koordinate  und dem
Impuls p ist durch den Ausdruck L = x X p definiert, wobei L in Bezug auf
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den Ursprung des Koordinatensystems definiert wird, welcher in den meisten
Féllen mit dem Zentrum r = 0 der Zentralkraft zusammenfillt. Unter Ver-
wendung der Operatorsubstitution p = —iAV kénnen wir die entsprechenden
quantenmechanischen Operatoren ﬁz, ﬁy und L, in kartesischen Koordinaten
definieren

0z Z@y
R 0 0
Ly = 2py —xp, = —ih (za — x@z)
R 0 0
I, = _ — 3 — = . 141
z TPy — YPx ih (33 ay yal’) (3 )

Zur Umrechnung dieser Operatoren auf Kugelkoordinaten verwenden wir die
bekannten Beziehungen (3.113) und finden durch Differentiation

g_ 0 ‘d)g_kcos&cosd)g_ sin ¢ g

or smbeos or r 00  rsinf d¢

a .. g cosGsingbg cos ¢ g

aiy N 51n051n¢ar + 00  rsinf d¢

0 0 sinf 9

& = COS ea — , % . (3142)

Wenn wir dies in die Definitionen (3.141) der Drehimpulskomponenten ein-
setzen, so erhalten wir die Ausdriicke

. 0 0

L, =ih (sin ¢% + cot 6 cos ¢8¢>

. 0 0

L, =ih <— cos (é% + cot 0sin ¢3¢>

b= -in (3.143)

L = 9 .

Unter Verwendung dieser Resultate konnen wir den Operator des Gesamdreh-
impuls-Quadrats L? = L - L berechnen und erhalten

. 1 0 0 1 02
L? = -p? — (sinf= | + ———=| = —h*Ag . 3.144

[sin@ 06 <Sm ae) * Sm295¢2} 0.6 (3:.144)
Dieser Operator ist das i?-fache des Operators auf der linken Seite der Dif-
ferentialgleichung (3.118) der Kugelflichenfunktionen Y, (6, ¢) mit den Ei-
genwerten A = (I + 1). Daher kénnen wir sofort die Eigenfunktionen und
Eigenwerte des Drehimpulsquadrates angeben, denn es gilt die Eigenwert-

gleichung X
L2Y™(0,¢) = K11+ 1)Y™(0,¢) - (3.145)
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Die moglichen Werte fiir den Betrag des Drehimpulses sind daher fiy/I(1 + 1).
Dies steht im Gegensatz zur Bohr-Sommerfeldschen Theorie, wo L = hAing =
R(l + 1) ist. Da wir bei der Separation der Schrodinger Glelchung gesehen
haben, dass der Operator L? mit dem Hamilton-Operator H kommutiert,
weil dessen winkelabhéngiger Anteil durch Ay 4 gegeben ist, sind der Betrag
des Drehimpulses und die Energie des Systems gleichzeitig scharf messbar.

Als niichstes betrachten wir den Operator L, = —ih0y. Auch dieser Ope-
rator kommutiert mit dem Hamilton Operator und hat daher die gleichen
Eigenfunktionen. Mit Hilfe der Definition (3.137) der Y;*(0, ¢) finden wir

0

sodass das Resultat der Messung der Projektion von L langs der z-Richtung
durch einen der Eigenwerte im gegeben ist. Es 148t sich auch durch einfache
Rechnung leicht nachweisen, dass jede der drei Drehimpulskomponenten Ly,
ﬁy und L, fiir sich mit L? und natiirlich auch mit H kommutiert, sodass auch
die Komponente von L langs einer beliebigen Richtung m, also L. n, mit L?
und H kommutiert, also diese Gréfen gleichzeitig scharf messbar sind. Die
Quantisierung des Bahndrehimpulses haben wir in Abb. 3.4 dargestellt, in
der auch das Abweichen von klassischen Vorstellungen zu erkennen ist.

Schliellich untersuchen wir noch die Moglichkeit der gleichzeitigen Mes-
sung irgend zweier Komponenten, etwa L, und ﬁy von L. Dazu miissen wir
den Kommutator [im,ﬁy] betrachten. Unter Verwendung der Heisenberg-
schen Vertauschungsrelation [2,p,] = ik, sodass 2p, = p, 2 + ik gilt, erhalten
wir

(Lo, Ly) =

=1

=2
Abb. 3.4. Quantisierung von V L2 und L.



74 3 Einige Losungen der Schrodinger Gleichung

Die anderen beiden Kommutatorbeziehungen erhilt man durch zyklische Ver-
tauschung von (z, y, z) Auf diese Weise finden wir schliefflich

(L, Ly) =ihLl. , [L,,L.] =ihL, , [L., L.] = ihL, . (3.148)

Folglich lassen sich keine zwei Komponenten von L gleichzeitig scharf mes-
sen. Dies steht im Gegensatz zur Auffassung der klassischen Mechanik. Daher
definieren bereits die drei Operatoren H, L? und L, ein vollstandiges System
kommutierender Observabler £, £2 und L., deren Eigenwerte und Eigenfunk-
tionen (gekennzeichnet durch die Quantenzahlen n, [ und m) zur kompletten
Beschreibung des Systems vollstindig ausreichen. (Der Spin eines Elektrons
ist dabei nicht beriicksichtigt).

3.5.6 Die Unschirferelationen des Bahndrehimpulses

Wegen der Vertauschungsrelationen (3.148) sind entsprechende Unschérfere-
lationen der Bahndrehimpuls-Komponenten zu erwarten. Dazu gehen wir aus
von der Vertauschungsrelation

(Lo, L) = ihL, (3.149)

und wenden diese auf die Zustandsfunktion w, ;. (7,6, ¢) = R, 1(r)Y;™(0, ¢)
an. Dies ergibt

[Ls Lyt 1.m (7,0, ¢) = ih2m s g (7, 6, @) (3.150)

und wir schlieflen daraus in Analogie zu (2.85) folgende Unschirferelation fiir
Ly und L,

2
AL, AL, >" |2m| . (3.151)

Diese besagt, dass fir den Zustand s, ;.m (7, 0, ¢), die Operatoren L, und f/y
keine scharfen Messwerte zulassen. Hingegen gilt nur

(L2 + L) ungm = (L* — L upm = B[+ 1) —m*|upm . (3.152)

Wir konnen daher den Winkel a zwischen L und der z-Achse angeben,
némlich

cosa = ——1 (3.153)

VIO+1)
doch wir kennen nicht das Azimuth ¢ der Projektion von L in die (z,y)-
Ebene, A[l(l+1) —m?]2. Dieses Verhalten wurde in den Abb. 3.4 und 3.5 an-
gedeutet. Da die mittlere quadratische Abweichung von L, durch ((AL,)?) =
(L2) — (L,)?* gegeben ist und aus Symmetriegriinden AL, = AL, sein muss,
folgt fiir den Erwartungswert von L2 + f)f/ im Zustand wy, 1, (7, 6, @)
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Abb. 3.5. Bahndrehimpulsunschérfe

RAI(1 4 1) —m?] > ((AL,)?) + ((AL,)?) > h?|m| . (3.154)

Daher hat im Zustand t,, ; , (r, 8, ¢) fiir m = I die GréBe ((L,2 + L,?)) den
kleinsten Wert, der mit der Unschérferelation vertrdglich ist und (L,) hat
entsprechend seinen grofiten Wert hl, doch kann es wegen der Unschérfere-
lation den Wert hy/I(l + 1) nicht erreichen.

3.6 Das Wasserstoff Atom

3.6.1 Die Schrédinger Gleichung

Das Wasserstoff Atom ist das einfachste Atom der Natur und l&sst als einziges
Atom eine exakte quantenmechanische Losung zu, ganz dhnlich wie in der
klassischen Mechanik nur das Zwei-Korper Problem exakt losbar ist. Der
Atomkern besteht aus einem Proton dessen Masse ms angendhert um den
Faktor 103 schwerer ist als die Masse m; des Elektrons. Zwischen Proton
und Elektron wirkt eine Zentralkraft, die durch ein Potential V(|x1 — a3])
beschrieben werden kann, wo 1 die Koordinaten des Elektrons und x5 jene
des Protons sind. Die klassische Hamilton-Funktion des Problems kénnen wir
sofort angeben
2 2
pi P>
=—+4+—=4V — =F 3.155
Pt P V(o — i (3.155)
und erhalten mit den Substitutionen p; — —ihVy,, p2 = —iAV,, und £ —
ih0; die Schrodinger Gleichung
h? h? ov
— Ay, - —A,+V — ¥ =ih— . 3.156
By = g, + V(w1 — @al)| = i (3.156)
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3.6.2 Separation in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

Da das Potential nicht von der Zeit abhéngt, kénnen wir den Ansatz ma-
chen ¥ = U exp(—# Eiott). Dies liefert beim Einsetzen in (3.156) die zeitun-
abhéngige Schrodinger Gleichung

h2

B 2m1

h2
Azl — 7Aw2 + V(|$1 — a:2|) U = EtotU 5 (3157)
2m2
die wir durch Einfithrung von Schwerpunkts- und Relativkoordinaten sepa-
rieren konnen, denn mit den Definitionen

X:w7w:$1_w2 (3.158)
mi1 + ma

erhalten wir nach einfacher Umrechnung

K2 K2
——Ax — —A, = Ei U, 1
wo M = my + mg die Gesamtmasse von Elektron und Proton ist und

0= die sogenannte reduzierte Masse des Systems. Da mo > m; ist,
konnen wir zunéchst die Naherung betrachten, bei welcher die Protonenmasse
me — o0 (und damit auch M — oo) strebt und im Koordinatenursprung
rubt. In dieser Ndherung ist g = m; = m und die Gleichung (3.159) geht in
die Gleichung

mima
M

—;—mAz V()| u@) = Bu(z) (3.160)

iiber. Diese Gleichung ist aber identisch mit (2.50), die wir ausgehend von
(3.114) bereits in Kugelkoordinaten separiert haben. Daher miissen wir im
néchsten Abschnitt nur mehr die Losung der radialen Schrédinger Gleichung
fiir das H-Atom untersuchen. Auf die Mitbewegung des Schwerpunktes im
Fall endlicher Protonenmasse kommen wir in Kapitel 8.2.2 zuriick.

3.6.3 Losung der radialen Schrodinger Gleichung des H-Atoms

Beim Wasserstoff Atom und bei den Wasserstoff dhnlichen Ionen ist die po-

tentielle Energie des Kernfeldes in den Schwerpunktskoordinaten gegeben
durch p 7e2
e e

V(lzl) =V(r)=(-e)— = ———, (3.161)

wo —e die Ladung des Elektrons und r die Entfernung des Elektrons vom
Atomkern. Mit dem Ausdruck (3.161) fiir das Potential lautet die radiale
Schrodinger Gleichung (3.119)

d2R(r) n 2dR(r) 2mE n 27m2762 _ll+1)

dr2 v dr 2 R 2 R(r)=0. (3.162)
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Fiir die weitere Behandlung ist es zweckméBig, die folgenden neuen Parameter
einzu- fithren

2 2
A—p2=Mp p_mZe _ 2 ]

= —. 1
Rz 7 K2 ag me2 (3.163)

Dabei hat A die Dimension des Quadrats einer Wellenzahl und B die Dimen-
sion einer inversen Lénge. Mit diesen neuen Parametern lautet die radiale
Schréodinger Gleichung

d?R(r)  2dR(r) 2B I(1+1)
d’r2 ; dr + A + T — 7’2 R(T) =0. (3164)

3.6.4 Das asymptotische Verhalten der Lésungen

Die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der Losungen R(r) der
Gleichung (3.164) fiir » — oo gibt wertvolle Aufschiissen iiber den Charakter
dieser Losungen, je nachdem ob E > 0 (bzw. k? > 0) ist, oder ob E < 0
(also k% < 0) gilt. Um dies zu untersuchen, lassen wir in der obigen Glei-
chung r — oo gehen. Dann erhalten wir fiir grole Werte von r die folgende
elementare Differentialgleichung

d?R(r)
dr?

+k*R(r) =0 (3.165)

und diese hat folgende mogliche Losungen, je nachdem ob k% > 0 oder < 0
ist,

fiir k2 > 0, folgt R(r) = ae'™ + be 1" |
fiir k2 < 0, gilt k = +ix, daher R(r) = ae™ + Be " .  (3.166)

Im ersten Fall sind also die Losungen im Unendlichen oszillierend und streben
daher nicht gegen Null, wenn r — oo geht. Sie sind daher nicht quadratisch
integrabel, also normierbar, wenn wir r — oo gehen lassen. Mit dieser Art
von Losungen werden wir uns spéter in Kapitel 9.3.3 beschéftigen, wenn wir
die Streuung von Elektronen an einem Coulomb Potential behandeln werden.
Auch in der klassischen Mechanik ist bei der ungebundenen Bewegung eines
Kometen um die Sonne die Gesamtenergie £ > 0 und bei der gebundenen
Bewegung eines Planeten die Gesamtenergie E < 0.

Im zweiten Fall, hingegen, erhalten wir eine konvergente asymptotische
Losung, wenn wir o = 0 setzen und die restliche Losung entspricht dann
asymptotisch den zu untersuchenden gebundenen Zustéinden des Wasserstoff
Atoms. Fiir die weiteren Untersuchungen dieses Falles setzen wir

1 2
A:k@:—ﬁ,p:%, (3.167)
0
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wo 1, entsprechend der Dimension von k, die Dimension einer Lénge hat
und p unsere neue, dimensionslose Verdnderliche sein wird. Die Umrechnung
der Differentialgleichung (3.164) auf diese neue Veriinderliche liefert

R(p)  2dR(p) [ 1 roB 1i+1)

dp*  p dp 2 P p?

R(p) =0 (3.168)

und wir erhalten jetzt fiir p — oo die beiden asymptotischen Lésungen
R(p) — e*% | (3.169)

von denen wir, gem#fl der vorhergehenden Analyse, die divergente Losung
auszuscheiden haben. Daher machen wir fiir beliebige Werte von p den fol-
genden Losungsansatz (Siehe Anhang A.2.3)

R(p) =e 2 F(p) (3.170)

und dies ergibt nach Einsetzen in (3.168) zunéichst

W

dR _[ 1, dF]
dp 2 dp
2 1 F d*F
dR:[F_d d }_

7l P P pol

(M)

(3.171)

und daher nach weglassen des Faktors e~ 2

F(p) + (i - 1) F'(p) + [(TOB - 1)% _ l(l; 1)

] F(p)=0. (3.172)

3.6.5 Die Energie Eigenwerte

Wie wir sofort erkennen, hat die Differentialgleichung (3.172) bei p = 0
eine Singularitéit, ndmlich einen Pol. Aus der Theorie solcher Differentialglei-
chungen ist bekannt (Vergleiche Anhang A.2.3), dass eine bei p = 0 regulire
Losung durch folgenden Potenzreihenansatz

F(p)=p°L(p) = p* > _ app” (3.173)
p=0

gefunden werden kann. Dabei soll fiir das Folgende ay # 0 angenommen
werden. Zur Bestimmung der Potenz s gehen wir mit dem Ansatz (3.173) in
die Differentialgleichung (3.172) ein und wir finden nach Multiplikation mit
p?~* die folgende Differentialgleichung fiir L(p)

p*L" (p) + p[2(s + 1) — p]L' (p)

+p(roB—s—1)+s(s+1) =1l + 1)]L(p) = 0. (3.174)
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Wenn wir in dieser Gleichung p = 0 setzen, so folgt aus dem Ansatz (3.173)
fiir L(p), daB
s(s+1)—=1(l+1)=0 (3.175)

sein muss, damit auch fiir p = 0 die Differentialgleichung erfiillt ist. Die
quadratische Gleichung (3.175) in s hat die beiden folgenden Wurzeln: s =1
und s = —(I+1). Wegen unserer allgemeinen Randbedingung, dass R(p) und
damit auch F(p) bei p = 0 endlich sein sollen, ist die zweite dieser beiden
Wurzeln auszuschlieBen. Daher ergibt sich mit Hilfe der Wahl s = [ fiir L(p)
die folgende Differentialgleichung

pL"(p) +[2(1 + 1) = p]L'(p) + (roB — 1 = 1)L(p) = 0 (3.176)

und wenn wir in diese den Ansatz (3.173) fiir L(p) einsetzen, so finden wir
die Gleichung

oo

STUp+ D) +2+2)ap — (p+1+1-reB)aylp? =0,  (3.177)

p=0

wobei wir beim Einsetzen schon die Koeffizienten nach gleichen Potenzen von
p geordnet haben. Da die Summe (3.177) fiir alle Werte von p verschwinden
soll, muss in (3.177) der Koeffizient von p? in den eckigen Klammenr gleich
Null sein und daher muss gelten

p+1(pp+20+2)apt1 =(p+1+1—r9B)a, . (3.178)

Diese Rekursionsformel gestattet sukzessive alle a, und damit L(p) bis auf
eine willkiirliche Normierungskonstante ag zu bestimmen. Wir finden je-
doch, dass fiir p > 2(I +1) und p > [+ 1 — roB, also asymptotisch fiir
p — 0o, ndherungsweise a1 = paﬁ ist, sodass wir asymptotisch die Reihe
L(p) ~ exp(p) erhalten. Damit wire aber asymptotisch fiir p — oo, die
Losung R(p) = exp(—5)F(p) ~ exp(4) und diese Losung wiirde unsere
Randbedingung im Unendlichen verletzen. Wenn also die gesuchte Losung
R(p) im Unendlichen nach Null streben soll, muss L(p) ein Polynom sein.
Den Grad dieses Polynoms wollen wir n,. nennen. Dann folgt aus der Bedin-
gung, dass bei der Potenz p™" das Polynom abbrechen soll, also a,,+1 = 0
wird, und mit n, > 0 die Beziehung

n.+l+1l=n=ryB. (3.179)

Dies ist die gesuchte Quantenbedingung des H-Atoms. Aus historischen
Griinden nennt man n,. die radiale Quantenzahl, die in der Bohrschen Theorie
des Wasserstoff Atoms eingefiihrt wurde, und n > 1 wird die Hauptquanten-
zahl genannt. Wir erkennen, dass in der Schrodinger Theorie die Quantenbe-
dingung eine Folge der gestellten Randbedingungen ist, welche auf Lésungen
u(r, 8, ¢) fiihrt, die normierbar sind. Aus unserer Quantenbedingung (3.179)
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konnen wir sofort die Energie Eigenwerte der gebundenen Zustdnde des
H-Atoms (und der H-&hnlichen Atome) herleiten. Wenn wir in (3.179) die
Definitionen (3.167,3.163) von ro und B einsetzen, so erhalten wir

32 Z2 4
(roB)* = =7 = ‘% =n’ = (n, +1+1)
mZ2%et 1 (aZ)*mc? Z\?
B = 3 = a1 = 18 <n> eV. (3.180)

In der zweiten Form der Gleichung fiir E,, wurde die Sommerfeldsche Fein-
strukturkonstante o = %i eingefiihrt. Die Energiewerte (3.180) sind in Uber-
einstimmung mit den Resultaten der Bohr-Sommerfeldschen Theorie und
(abgesehen von der Feinstruktur) auch experimentell bestéitigt. Wegen des
langsamen Abklingens des Coulombschen Potentials fiir » — oo, erhal-
ten wir eine diskrete unendliche Folge von Bindungsenergien im Bereich
E = (cuZ)2mC <E,<O0.

3.6.6 Die Laguerreschen Polynome

Bevor wir unsere Resultate ausfiihrlicher diskutieren, miissen wir noch die Fi-
genfunktionen néher untersuchen, deren Radialteil R(p) nun von den Quan-
tenzahlen n, und ! oder n und ! abhéngt. Unsere Ansétze (3.170,3.173) fiir
R(p) und F(p) fithren auf (Vgl. Anhang A.2.3)

Roa(p) =€ 8 L, (p) = e 5 LUV () (3.181)

Das durch das Abbrechen des Reihenansatzes fiir L(p) gewonnenen Polynom
L, (p) geniigt jetzt der Differentialgleichung

pLy (p) + (20 +1) = plL;, (p) +1r L, (p) =0, (3.182)

welche aus der urspriinglichen Gleichung (3.176) fiir L(p) hervorgeht, wenn
mit Hilfe der Quantenbedingung (3.179) 7oB -1l -1 =n—-1—-1 = n,
gesetzt wird. Die letztgenannte Differentialgleichung (3.182) kann mit Hilfe
der Substitutionen 2] + 1 = g und n + [ = p auf die Form gebracht werden

214q q
‘ ﬁgz(p> +la+1-p] dLCf[Ep) +@—a)Li(p) =0, (3.183)

welche die Differentialgleichung der zugeordneten Laguerreschen Polynome

darstellt. Damit ist dann die obige Schreibweise L., (p) = Lffjl)( ) gerecht-

fertigt. Das zugeordnete Laguerresche Polynom Li(p) ist definiert als die g-te
Ableitung des gewohnlichen Laguerreschen Polynoms L,(p) und diese sind
darstellbar durch

Lylp) = ¢ G (e ) und L) = SoLylp) . (3184)

dqp
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Die Laguerresche Funktion L,(p) ist ersichtlich ein Polynom der Ordnung p
und geniigt der Differentialgleichung

pLL(p) + (1 = p)Ly(p) + pLy(p) = 0. (3.185)

Ahnlich wie fiir die Hermiteschen Polynome und die Legendreschen Polynome
ldsst sich fiir die Laguerreschen Polynome eine erzeugende Funktion G(p, s)
angeben, welche lautet

Glp,s) = " = i Ly(p) oo (3.186)

und aus der durch g-malige Differentiation nach p die Erzeugung der Funktio-
nen Li(p) hervorgeht. Ganz éhnlich wie mit Hilfe der Erzeugenden Funktion
der Hermiteschen Polynome die Normierung dieser Polynome abgeleitet wer-
den kann, ldsst sich auch hier mit Hilfe der Erzeugenden Funktion G(p, s)

das Normierungsintegral der Lgﬁlﬂ)(p) herleiten. Dieses lautet
(eS) 3
—p 21 | 7 (214+1) Z ., _ 2n[(n +1)!]
/0 e ’p [LnH (,0)} p-dp T—T-11 (3.187)

und die zugeordneten Polynome sind fiir einen festen Wert von 2[ + 1 zuein-
ander orthogonal.

3.6.7 Diskussion der Eigenfunktionen und Eigenwerte

Die kompletten Eigenlésungen der Schrodinger Gleichung des Wasserstoff
Atoms (und der H-#hnlichen Ionen) lauten nun

Un,l,m (T7 97 (b) = Nn,ZRn,lO’)lem (97 ¢) . (3188)

Da die Kugelflichenfunktionen bereits normiert wurden, folgen die Normie-
rungskonstanten IV, ; aus der Bedingung

N2, / RZ (r)rPdr=1. (3.189)
0

Setzt man hier fiir R, ;(r) die gefundenen Losungen der radialen Schrédinger
Gleichung ein und geht zur Variablen p = 2—; iiber, so liefert das Normie-

rungsintegral (3.187) i

T ni{n . 3
NZ, (50)3 M =1. (3.190)

Mit Hilfe der Definitionen (3.163,3.167) von 7o und A und dem bereits her-
geleiteten Ausdruck (3.180) fiir die Energie Eigenwerte E,, erhalten wir

2\? &m 8m mZ2e* 2Zme? 2
(m) = A= B = G o :[ 2 ] - 319
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Doch wegen des Ausdrucks fiir die erste Bohrsche Bahn, ag = 7;"227 ist es

zweckméfBig, auch in der Quantenmechanik diese Léngeneinheit zu verwen-
den, sodass wir schlieflich aus (3.190) den Normierungsfaktor N,, ; erhalten

2Z1° (n—1-1) :
\e) 2n{<n+z>!}3] 1)

A%l =

)

und gleichzeitig den dimensionslosen Parameter p durch den Radius r aus-
driicken kénnen

2 27
p=—r=—7r. (3.193)

To nap
Als nachstes bestimmen wir die Anzahl der von einander verschiedenen Ei-
genfunktionen wy, i (7, 8, @), die zu einem vorgegebenen Wert n der Haupt-

quantenzahl gehoren. Aufgrund unserer Quantenbedingung (3.179) ist
n=mn,+1+1. (3.194)

Da n, > 0 ist, kann bei vorgegebenem n, [ den maximalen Wert n — 1 er-
reichen und den minimalen Wert 0 annehmen, also insgesamt n Werte. Zu
jedem dieser [-Werte gehoren noch folgende Werte der magnetischen Quan-
tenzahl — < m < +I, deren Gesamtzahl 2/ + 1 ist. Zu einem vorgegebenen
Wert von n, dh. zu vorgegebener Energie F,,, geh6ren demnach

n—1 n—1
d@+1)=n+2) I=n+n(n—1)=n (3.195)
=0 =0

voneinander linear unabhéngige Eigenfunktionen. Ein Quantenzustand mit
dem Energie Eigenwert F,, ist demnach n?-fach entartet. In unseren bishe-
rigen Untersuchungen des H-Atoms ist der Spin des Elektrons nicht beriick-
sichtigt. Wenn wir auch den Spin beriicksichtigen und von der Feinstruktur
der Eigenwerte absehen, wird sich spéter zeigen, dass zu jedem Energie Ei-
genwert E,,, insgesamt 2n? voneinander linear unabhingige Eigenfunktionen
gehoren. Der Eigenwert F,, ist demnach 2n%-fach entartet.

Ferner behandeln wir die physikalische Bedeutung der Quantenzahlen,
welche einen Zustand negativer Energie F, charakterisieren. Wir haben ge-
sehen, dass die zuléssigen Energiewerte E,, nur von der Hauptquantenzahl
n = n, + [ + 1 abhéingen. Der genannte Ausdruck fiir n zeigt, dass in der
Bohrschen Theorie n, der radialen und [ der Nebenquantenzahl entsprechen.
Um die Bedeutung der radialen Quantenzahl n, in der Wellenmechanik zu
erhellen, betrachten wir den radialen Teil R,, ;(r) der Losung der Schrédin-
ger Gleichung (3.181), welcher die zugeordneten Laguerreschen Polynome
Lffjl)(p) enthélt, von denen wir bereits wissen, dass sie vom Grad n, sind.
Daher haben diese Polynome n, voneinander verschiedene Nullstellen. Al-
so existieren um den Schwerpunkt des H-Atoms n, Kugelflichen wo stets
R,,; = 0ist und daher dort auch uy, ; , = 0 gilt. Der radialen Quantenzahl n,
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der Bohrschen Theorie entsprechen also in wellenmechanischer Behandlung
des H-Atoms Kugelflichen auf denen stets 1, ; ,, = 0 ist. Daher stellt n,. bei
Beriicksichtigung der Zeitabhéngigkeit 1, ; ,,, (7,0, ¢,t) = tun 1.m exp(— L Ent)
die Zahl der Knotenfldchen des betrachteten stationdren Zustandes dar. Eine
ghnliche Bedeutung kommt auch den anderen beiden Quantenzahlen [ und
m zu. Die Abhéngigkeit der Eigenfunktionen uy ; (7,6, ¢) von 6 ist durch
die zugeordneten Legendre Polynome P/"(cosf) in (3.137) bestimmt, wel-
che Polynome [-ten Grades in cos# und sinf sind. In diesem Fall bestehen
die Knotenflichen aus koaxialen zweifachen Kegeln mit einer gemeinsamen
z-Achse. Die Anzahl dieser Zweifachkegel ist [. Die Abhéngigkeit der Eigen-
funktionen w,, ;,, von ¢ wird in (3.137) durch die Faktoren cos m¢ und sin m¢
dargestellt und dies ergibt m Knotenebenen durch die z-Achse.

In der quantenmechanischen Behandlung des Wasserstoff Atoms fehlt der
Begriff von Elektronenbahnen der Bohrschen Theorie. Wesentlich ist jetzt
die Angabe der Ortswahrscheinlichkeit fiir das Elektron im Atom, die fiir
einen ganz bestimmten stationdren Quantenzustand mit den Quantenzahlen
(nyl,m) durch AWy, ;. ;m(7,0.0,t) = |tn1.m(r,0.9)[*r?drd 2, unabhiingig von
der Zeit, gegeben ist. Wenn wir diese Wahrscheinlichkeit iiber alle Raum-
richtungen integrieren, dann erhalten wir wegen der Normierung (3.137) der
Kugelflichenfunktionen die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elek-
trons dW,,;(r) = Rj ;(r)r*dr. Diese radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit
ist von einiger anschaulicher Bedeutung, da sie in der Umgebung der Bohr-
schen Bahnradien a,, = nap ausgeprigte Maxima besitzt, wie wir fiir n = 1
und n = 2 in Abb. 3.6 skizziert haben.

ag a, = 4ag r

Abb. 3.6. Radiale Wahrscheinlichkeitsdichten
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/=0 /=1 (=2 (=3
-0.85 eV — n=4
-1.51 eV
-34eV
-13.6 eV
n=1

Abb. 3.7. Termschema mit Dipoliibergdngen des H-Atoms

Die in diesem Abschnitt dargestellte Behandlung des Wasserstoff Atoms
ist nur naherungsweise giiltig. Die Feinstruktur des Wasserstoff Spektrums
und der Elektronen Spin sind nicht beriicksichtigt worden. Diese weiteren
Einzelheiten folgen erst aus der relativistischen Behandlung nach der Dirac-
schen Theorie (1928). Ebenso ist unsere Darstellung auch fiir die H-&hnlichen
Atome, wie den Alkalien mit einem Valenzelektron, nur eine Naherung. Hier
erfolgt eine Aufhebung der Entartung in Bezug auf [ und es gibt daher n
verschiedene Energieniveaus bei vorgegebener Hauptquantenzahl n des H-
ahnlichen Atoms. (Vergleiche die Skizze des Termschemas in Abb. 3.7). Die
Ursache liegt darin, dass zwar bei den H-dhnlichen Atomen noch eine Zen-
tralkraft wirkt, diese aber nicht durch ein reines Coulombfeld beschrieben
wird. Bei der Aufhebung der Kugelsymmetrie durch ein dufleres elektrisches
oder magnetisches Feld verschwindet die Entartung vollstéandig. Das n-te H-
dhnliche Niveau spaltet in n? verschiedene Niveaus auf. Ganz allgemein ist
der Entartungsgrad eines quantenmechanischen Problems wesentlich durch
seine Symmetrieeigenschaften bestimmt.

3.6.8 Die Quantendefekt-Methode

Zur Berechnung der Spektren H-&hnlicher Atome, dh. von Atomen oder lo-
nen mit einem Valenzelektron, hat man zu beriicksichtigen, dass die inneren
Elektronenschalen das Kernpotential teilweise abschirmen. Diese Abschir-
mung kann man ndherungsweise durch eine effektive Kernladungszahl be-
schreiben. Diese effektive Kernladungszahl lasst sich genédhert in folgender
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Weise berechnen
471' o 2 o 2 92
Zegp = - p(r)yrédr = Z — 47TZ [, |“r=dr . (3.196)
0 —Jo

Dabei ist p(r) die gesamte radiale rdumliche Ladungsdichte aller abgeschlos-
senen Elektronenschalen, die durch den Ausdruck > |¢,|? bestimmt ist,
wobei die v,, die Zustandsfunktionen der Rumpf-Elektronen darstellen. Die
obere Integrationsgrenze 1 ist dabei ein Maf} fiir den ,Radius® des Atom-
rumpfs. Die obige Naherung ist aber nicht ausreichend genau, da das Ein-
dringen der Valenzelektronen in die abgeschlossenen Schalen (die sogenann-
ten ,, Tauchbahnen“ der Bohrschen Theorie) dabei nicht beriicksichtigt wird.
Wir betrachten daher eine quantitativere Naherung, welche die Wirkung die-
ses Quantendefekts beriicksichtigt. Dazu machen wir die Annahme, dass die
potentielle Energie des Valenzelektrons durch folgenden Ausdruck gegeben

ist 7.2 ;
Vir) = —2C <1+ > : (3.197)

r r

wobei die Abénderung % des Coulomb Potentials bewirkt, dass die Anzie-
hungskraft auf das Leuchtelektron durch den Kern der Ladung Ze verstarkt
wird, wenn das Elektron in die abgeschlossenen Schalen eindringt. Je tiefer
dieses Eindringen ist, umso grofler ist die vom Valenzelektron gesehene Kern-
ladung. Zeg und b werden dann so gewihlt, dass die beste Ubereinstimmung
mit den beobachteten Spektren erzielt wird. Der Potentialansatz (3.197)
fithrt auf folgende Modifikation der radialen Schrédinger Gleichung (3.164)
d?R(r)  2dR(r) 2B I(l+1)—2Bb

A
dr? r dr + + r 72

R(r)=0 (3.198)

und gestattet die Durchfithrung aller weiteren Losungsschritte wie bei der Be-
handlung des Wasserstoffatoms. Nach Einfithrung der neuen Veréinderlichen
p= T—T und den Lésungsansitzen R(p) = exp(—5)F(p) und F(p) = p°L(p)
werden wir auf folgende abgeéinderte Quantenbedingung gefiihrt

roB=n+A(),

A(l) = [(z + ;)2 - 25}:% - (z + ;) (3.199)

und mit Hilfe der Definitionen (3.167) und (3.163) fiir ro und B erhalten wir
aus (3.199) die Energieniveaus der H-&hnlichen Atome oder Ionen

2 2
Zige

2anln + AQ) (3.200)

En,l =

welche nicht mehr hinsichtlich der Drehimpuls Quantenzahl [ entartet sind,
da das betrachtete Potential (3.197) kein reines Coulomb Potential mehr ist.
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Ebenso sind auch die zugehorigen Eigenfunktionen der radialen Schrédinger
Gleichung nicht mehr durch die zugeordneten Laguerreschen Polynome ex-
akt darstellbar. Wie wir aus (3.199) ersehen, nimmt A(l) mit wachsendem
Wert von [ ab, was darauf hindeutet, dass mit wachsendem Drehimpuls die
Verweilzeit des Leuchtelektrons im Atomrumpf abnimmt.

Ubungsaufgaben

3.1. Lose in einer Dimension das Problem der Transmission und Reflexion
von Teilchen an einer Potentialstufe endlicher Breite, d.h. V' = 0 fiir x < 0
und £ > a und V = V} fiir 0 < x < a. Betrachte die Fille, bei denen die
Teilchenenergie E < Vj oder E > Vj ist. Diskutiere insbesondere den Tun-
neleffekt als Funktion der verschiedenen Parameter und stelle die Resultate
graphisch dar. Man findet fiir den Reflexions- und Durchléssigkeitskoeffizien-

ten fiir £ > V)
R=[1+4+~]" 7D:[l—l—’y_l]il7
4FE(FE
_ V) S e v (3.201)
Vi sin®(aa)

und fiir £ < Vj ist « durch i zu ersetzen, wo (3 sich aus « ergibt, indem
E — Vi durch V) — E ersetzt wird. Der Rechenvorgang ist ganz dhnlich wie
bei der Untersuchung der Transmission und Reflexion eines Teilchens an einer
Potentialstufe. Die dufleren und inneren Losungen sind von der Form

. . 2mE
ug(z) = A*® + Be T | | = —T’;
- - 2m(E —
ul(:r) _ Oelk L De" iz , L = w (3202)

und sind an die Stetigkeitsbedingungen und asymptotischen Bedingungen
anzupassen.

3.2. Behandle in gleicher Weise das Problem der Transmission und Reflexion
an einer Potentialmulde V = —Vj fiir 0 < 2 < ¢ und V = 0 sonst. Disku-
tiere neben dam Verhalten der Losungen als Funktion der Teilchenenergien
E > 0, auch den Fall £ < 0. Der Rechengang erfolgt ganz dhnlich wie in
Aufgabe 3.1, doch die Resultate sind recht verschieden, da im ersten Fall es
sich um Streuzustinde wie in Aufgabe 3.1 handelt, doch im zweiten Fall wir
es mit gebundenen Zusténden zu tun haben, deren Losungen im Unendlichen
exponentiell nach Null streben miissen, um die Normierbarkeit zu gewéhrlei-
sten. Hier hat man Losungsanséitze der Form

up (z) = Cpefn® | fiirz < 0
Un(x) = Ay sink,z 4+ By coskpz, flir 0 <z <a (3.203)

Un () = Dpe™ 50" | fiirz > a
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zu machen und bei z = 0 und z = a die Randbedingungen u,,(0) und u/,(0)
bzw. u,(a) und u!,(a) stetig, zu erfiillen. Dabei ergeben sich verschiedene
Losungen, je nachdem ob die gebundenen Zusténde von gerader oder unge-
rader Paritdt sind. Die aus den Randbedingungen resultierenden Eigenwert-
gleichungen sind dann graphisch oder numerisch zu l6sen.

3.3. Betrachte die Transmission und Reflexion von Teilchen an einer dop-
pelten Potentialstufe endlicher Breite a, die sich im Abstand b voneinander
befinden und gleiche Hohe V{y besitzen. Betrachte dasselbe Problem fiir die
entsprechenden Potentialmulden.

3.4. Zeige, dass das Problem des linearen harmonischen Oszillators mit dem
zusiitzlichen Potential V/ = Az mit A einer beliebigen, reellen Konstanten,
exakt 16sbar ist. Versuche es mit quadratischer Ergénzung des Potentials und
finde die entsprechenden Energieeigenwerte und Eigenfunktionen.

3.5. Zur Zeit t = 0 sei der Zustand eineszlinear%n harmonischen Oszillators
durch die Funktion ¢ (z,0) = ,/%e’%b (@=20)" hestimmt. Wie lautet die

Zustandsfunktion zu einem spéteren Zeitpunkt. Dazu entwickelt man die Zu-
standsfunktion ¢(z,t) nach den Eigenfunktionen 1,, () = u,(z) exp(—+ Ent)
des harmonischen Oszillators und berechnet die Entwicklungskoeffizienten
mit Hilfe der obigen Anfangsbedingung. Vergleiche dazu die Aufgabe 2.6.
Zeige, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung als Funktion der Zeit hin und
her oszilliert, ohne zu zerflieen, und dass sich diese Oszillation &hnlich
verhilt, wie die Bewegung des entsprechenden klassischen Oszillators. Zur
Berechnung der Entwicklungskoeffizienten der Reihenentwicklung des An-
fangszustandes nach den Eigenfunktionen des Oszillators verwendet man die
erzeugende Funktion der Hermiteschen Polynome (3.67). Das Resultat fiir
die oszillierende Wahrscheinlichkeitsdichte lautet

b

0 b2 (z—20 coswt)? 3.204
L. | (3.200)

Y@ ) =

3.6. Betrachte in einer Dimension einen sanften Potentialhiigel mit dem Po-
tential V(z) der von einem Teilchen mit der Energie E < V(x) im Bereich
x1 < & < xo passiert wird. Zeige, dass fiir diesen Tunnelprozess niherungs-
weise der folgende Durchlissigkeitskoeffizient

D~ |C|ze—% J22 V2m(V(e)-E)dz (3.205)

hergeleitet werden kann. Lose dazu die Schrodinger Gleichung innerhalb des
Potentialgebiets mit dem Ansatz u(z) = Cen @) und vernachlissige wegen
der langsamen Anderung des Potentials die Ableitung S”(z).

3.7. In einem Potentialkasten der Breite a und mit unendlich hohen Wénden
sei der Anfangszustand ¢ zur Zeit ¢ = 0 vorgegeben. Berechne unter Ver-
wendung der Losungen (3.11) den Zustand v(x,t) des Teilchens fiir einen
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beliebigen spéteren Zeitpunkt t. Betrachte insbesondere den Fall, dass der
Anfangszustand durch ¢ (z,0) = —(z — £)? + (£)? gegeben ist und berechne
die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢ > 0 bei einer Messung das Teilchen

im Zustand n angetroffen wird. Siehe dazu (2.70, 2.72).

3.8. Zeige unter Verwendung der Vertauschungsrelation [Z,p.] = ihl , dass
die Gleichungen [p,,2"] = —ihnz"~! und [2,p?] = iAnp? ! erfiillt sind.
Damit zeige dann weiter, dass fiir einen Hamilton-Operator von der Form

H= % + az™ die folgende Operatorbeziehung erfiillt ist
. P2 R
[ZDs, H] = 1h(== — ang™) = ih(2T — nV) (3.206)
m

und stelle einen Zusammenhang mit dem Ehrenfestschen Theorem her.

3.9. Lose das Problem des isotropen harmonischen Oszillators in der Ebe-
ne, bei dem das Potential durch V(z,y) = g(xz +9%) = gp2 gegeben ist.
Das Problem kann ersichtlich durch Separation in kartesischen Koordinaten
(z,y) als auch durch Separation in ebenen Polarkoordinaten (p,®) gelost
werden. Berechne die Energieeigenwerte und Eigenfunktionen und diskutiere
die Entartung der zugehorigen Energiezustinde. Die Losung in kartesischen
Koordinaten ist einfach zu finden. Zur Lésung in ebenen Polarkoordinaten ge-
langt man wegen der Rotationssymmetrie zunéchst mit dem Ansatz u(p, ¢) =
v(p) exp(im¢), m = 0,£1, 42, ... zur radialen Schrédinger Gleichung. In die-
ser setzt man p = af, wo o? = ‘/%ﬁ ist, und macht den Losungsansatz v(§) =

exp(fg)w(f), um die Gleichung w” 4 (€71 = 2)w” + (€ — 2 — m?¢ *)w =0

zu erhalten, wo ¢ = 22 und w = /Z sind. Die Gleichung fiir w() 16st man
mit dem Frobenius Ansatz (A.35) w(¢) = €™ Y ,_, a€é'. Aus der Polynom-
bedingung folgt dann die gesuchte Eigenwertgleichung F,, = hw(v + m + 1),
v=0,1,2,...,m=0,+1, £2,....

3.10. Lose analog das Problem des isotropen harmonischen Oszillators mit
V(z,y,z) = 5(2® + y* + 2*) = 5r? in kartesischen Koordinaten (z,y, z) und
in Kugelkoordinaten (r, 6, ¢). Das Problem in kartesischen Koordinaten ist
wiederum leicht zu behandeln, doch in Kugelkoordinaten muss man &hnlich
wie in Aufgabe 3.9 vorgehen. Hier macht man wegen der Kugelsymmetrie
den Losungsansatz u(r, 0, ) = v(r)Y;™ (6, ¢), um zur radialen Schrodinger-
Gleichung zu gelangen. Dort setzt man wieder p = ar und findet mit dem
Ansatz v(p) = exp(f”—;)w(p) eine Gleichung fiir w(p), die man mit einem
Ansatz w = p' >, _, cxp" 16st, um die Eigenwertgleichung Ey = M(l+n+%)
zu finden, wo N =n+1=0, 1, 2, ... ist.

3.11. Zeige unter Bezug auf Aufgabe 3.10, dass auch das Problem des iso-
tropen Oszillators mit dem Potential V(r) = —Vy + §r? exakt losbar ist.
Berechne insbesondere die Energie Eigenwerte und diskutiere ihre Entar-
tung. Die Losung der radialen Schrodinger Gleichung fithrt auf konfluente
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hypergeometrische Funktionen. Dieses Oszillatormodel fand in der Kernphy-
sik Anwendung zur Beschreibung des ,,Schalenmodells“ leichter Atomkerne,
wonach sich im Atomkern die Nukleonen in einem gemeinsamen Potential in
Schalen anordnen, deren Energien durch En gegeben sind und deren Entar-
tung dafiir Sorge trigt, dass jedes Niveau durch eine bestimmte Anzahl von
Nukleonen gleichzeitig besetzt werden kann derart, dass dem Pauli Prinzip
(8.48) Geniige geleistet wird.

3.12. An einer masselosen Stange der Linge L sei ein Teilchen der Masse m
befestigt. Das andere Ende der Stange sei im Ursprung O fixiert, sodass sich
das Teilchen frei in festem Abstand L um O bewegen kann. Lose die Schrédin-
ger Gleichung fiir dieses kugelsymmetrische Problem und berechne die Eigen-
werte E und Zustandsfunktionen 1. Beachte, dass mL? das Trigheitsmoment
© des Problems ist

3.13. Zeige, dass mit Hilfe der Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren a
und a* alle Energieeigenwerte und Eigenfunktionen des linearen harmoni-
schen Oszillators gefunden werden kénnen, sobald der Grundzustand bekannt
ist. Dies zeigt den Weg, wie mit einem rein algebraischen Verfahren, die
Losungen des harmonischen Oszillators erhalten werden kénnen.

3.14. Fiihre die rdumliche Quantisierung des freien Strahlungsfeldes in ei-
nem Raumwiirfel der Kantenldnge L durch. Berechne den Hamilton Opera-
tor des freien Strahlungsfeldes und die erlaubten Eigenwerte und Zustands-
funktionen des Feldes. Man geht ganz dhnlich vor, wie im eindimensionalen
Fall. Man nimmt an, die Hamilton Funktion des freien Strahlungsfeldes sei
H= (E? + B2)d3x wo E = —12 und B = rotA sind. Nun setzt man
im Raumwurfel der Kantenlénge L das Vektorpotenial als Reihe in der Form

8mc? n\mw

) Zs,\q,\ sin(ky - ), mit k) = - (3.207)

A = (%

an und berechnet, E und B sowie die Hamilton-Funktion H unter Verwen-
dung der Orthogonalitét der Funktionen sin(ky - ). Danach verlduft die
Quantisierung wie beim eindimensionalen Problem.

3.15. Ein Teilchen befindet sich in einer kréiftefreien Kugel, deren Zentrum
sich im Koordinatenursprung befindet. Die Oberfliche der Kugel vom Radi-
us R sei undurchdringlich, sodass auf ihr fiir alle Zeiten die Zustandsfunkti-
on ¢ = 0 sein muss. Man finde die Eigenfunktionen und Eigenwerte dieses
Problems. Dabei ist zu beachten, dass nach der Separation in Kugelkoor-
dinaten, die radiale Schrodinger Gleichung auf sphirische Bessel Funktio-
nen fithrt, welche, wie alle Besselfunktionen, eine unendliche Anzahl diskre-
ter Nullstellen besitzen, aus denen auf eine Eigenwertbedingung geschlos-
sen werden kann. Man separiert die Schrodinger Gleichung mit dem Ansatz
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u(r, 8,¢) = v(r)Y;"(0, ¢) und fithrt in der radialen Gleichung die neue Varia-
ble p =14/ Q;l’gE ein. Dies ergibt die Gleichung v + %7}’ + (1 - l(lp%l)) v=0

mit den im Ursprung regulidren Losungen (A.83) v(p) = %Jl+%(p). We-
2mE
R2
Dies kann durch eine der Nullstellen p,, ; der Besselfunktionen J, 41 erfiillt
werden, wo n = 1, 2, 3, ... die Nullstellen kennzeichnet, die fiir alle { von-
einander verschieden sind Daher sind die diskreten Energleelgenwerte durch
E,, = 2 (p" £21)2 gegeben. Diese Niveaus sind 2/ + 1-fach entartet.

2m

gen der Randbedingung auf der Kugeloberfliche muss v (R ) = 0 sein.

3.16. Finde die asymptotische Form der Losungen der Schrodinger Glei-
chung, wenn das kugelsymmetrische Potential V (r) fiir » — oo rascher als
L gegen Null strebt und zeige, dass diese Losungen die Form einlaufender
und auslaufender Kugelwellen haben. In diesem Fall sind als Losungen der
radialen Gleichung von Aufgabe 3.15 nicht nur die sphérischen Besselfunktio-
nen j;(p) sondern auch die im Ursprung divergenten sphérischen Neumann

Funktionen n;(p) = (—1)*1, /QLpJ_l_%(p) von Interesse. Ihre Linearkombi-

nationen h(l) = ji(p) + inl( ) und h(z) = jl(p) inl( ), die sphirischen
" (Vgl. Anhang A.3.5).

3.17. Berechne den mittleren Abstand eines Elektrons vom Atomkern, wenn
sich das System im Grundzustand des Wasserstoffatoms befindet. Die
Wellenfunktion des Grundzustandes des Wasserstoffatoms ist wu(r) =
(mad)~2 exp(—4) und wir ﬁnden damit fiir den mittleren Abstand des Elek-

trons vom Atomkern ( f ru? 2drd(2 ==z

3.18. Berechne die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Impulses, wenn sich ein
Wasserstoffatom im Grundzustand befindet und finde den mittleren Impuls-
wert des Elektrons in diesem Zustand. Zeige, dass (r)-(p) = h ist. Mit der Zu-
standsfunktion u(r) von Aufgabe 3.17 berechnet man die entsprechende Zu-

3
standsfunktion ¢(p) = %

= pd*(p) p?dpd2, = 3a , sodass mit dem Resultat von Aufgabe 3.17
(r) - (p) = 4h wird, in Ubereinstimmung mit der Heisenbergschen Unschéirfe-
relation. Man kann also ganz allgemein aus den Dimensionen quantenme-
chanischer Systeme auf die in ihnen auftretenden Impulswerte Riickschliisse
ziehen.

im Impulsraum und mit dieser ergibt sich



4 Quantenmechanik in Matrixgestalt
(1925-1926)

In den vorangehenden beiden Kapiteln fanden wir die Losungen und Eigen-
werte der Schrodingerschen Wellengleichung mit den bekannten Mitteln zur
Losung partieller Differentialgleichungen bei vorgegebenen Randbedingun-
gen, die durch die Wahrscheinlichkeitsinterpretation der -Funktion vorge-
geben sind. Jedoch die Eigenfunktionen und Eingenwerte hermitescher Ope-
ratoren lassen sich auch auf algebraischem Wege mit Hilfe von Methoden
der Matrixalgebra gewinnen. Diese Formulierung der Quantenmechanik wur-
de von Werner Heisenberg, Max Born und Pasqual Jordan entwickelt und
ist formal dquivalent mit der Wellenmechanik Schrodingers, wie dieser 1926
nachwies. Im folgenden Kapitel soll diese Aquivalenz aufgezeigt werden und
im Anschlufl daran wird die Matrixmethode zur Loésung quantenmechani-
scher Probleme herangezogen werden. (Siehe Anhang A.5)

4.1 Grundlegende Eigenschaften von Matrizen

4.1.1 Matrix Multiplikation und Inversion

Wir beginnen mit einer Zusammenfassung der im folgenden bendtigten
grundlegenden Definitionen und Rechenregeln fiir Matrizen. (Weitere Erldute-
rungen findet der Leser in Anhang A.5). Das ki-te Element des Produk-
tes zweier Matrizen A und B ist bekanntlich durch folgenden Ausdruck be-
stimmt

(AB)kl = ZAkmBml (4.18,)
und durch Erweiterung dieser Vorschrift erhalten wir
(ABC)i = > > ApmBunCri - (4.2)

Die Einheitsmatrix [ ist definiert als jene Matrix, die bei Multiplikation mit
einer Matrix B diese unveridndert ldsst

BI=B, IB=B. (4.3)

Daraus folgt, dass ihre Matrixelemente I; = 0x; sind. Die inverse Matrix
B~ von B ist jene Matrix, welche die Bedingungen erfiillt
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B'B=1, BB™'=1. (4.4)

Das Inverse des Produktes von Matrizen ist gleich dem Produkt der Inversen
in umgekehrter Reihenfolge, also

(AB)"'=B7'At. (4.5)
Die Elemente von A~! stehen mit den Elementen von A in folgender Bezie-

hung
Adjungierte von Ay

(A Y = (4.6)

Determinante von A
Dabei ist die umgekehrte Reihenfolge von k£ und [ auf beiden Seiten der
Gleichung zu beachten und die Adjungierte von A, = (—1)'7%x der entspre-
chenden Unterdeterminante.

Fiir die Quantentheorie von Interesse sind Matrizen mit komplexen Ele-
menten. Insbesondere nennen wir die hermitesch Adjungierte einer Matrix A
jene Matrix A, deren Elemente durch folgende Beziehung definiert sind

(AN = Ay, (4.7)

wo ,,*“ bedeutet, dass die konjugiert komplexe Zahl gemeint ist. Eine Matrix
A heifit hermitesch (oder selbstadjungiert), wenn sie ihre eigene hermitesch
Adjungierte ist, also

Al = 4. (4.8)

Die entsprechenden Matrixelemente geniigen dann der Beziehung
(AN = Ap = Ay, (4.9)

sodass bei einer hermiteschen Matrix die Vertauschung von Zeilen und Spal-
ten mit der Ersetzung eines jeden Elements durch sein konjugiert komplexes
Element #dquivalent ist. Dies kann daher nur fiir quadratische Matrizen gel-
ten. Ebenso folgt fiir hermitesche Matrizen, dass ihre Matrixelemente Apgy
lings der Hauptdiagonale reell sind.

Eine unitéire Matrix ist dadurch ausgezeichnet, dafl ihre hermitesch ad-
jungierte Matrix gleich ihrer inversen Matrix ist, also

Al = A1 (4.10)

gilt. Daraus folgt, dass fiir eine unitire Matrix A die Beziehung AAT = I
erfiillt ist. Diese besagt in Komponentenform ausgedriickt, dafl

(AAY) = ZAkn (AN = ZAknAl n = Okt (4.11)

ist, wobei von der Definition einer hermitesch adjungierten Matrix Gebrauch
gemacht wurde.
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4.1.2 Transformation einer quadratischen Matrix
Eine Matrix A’, die aus einer quadratischen Matrix A durch die Operation
A =SAS™! (4.12)

hervorgegangen ist, nennt man die Transformation von A mit Hilfe der qua-
dratische Matrix S. Matrixgleichungen bleiben invariant gegeniiber einer
Transformation der einzelnen Matrizen. Eine Gleichung von Matrixproduk-
ten und Summen, etwa von der Form

AB+CDE =F, (4.13)
geht bei der Transformation in folgende Gleichung iiber
SAS™'SBS™!' 4 SCS™'SDS'SES™' = SFS™! (4.14)

wobei die Beziehung S S~! = I verwendet wurde. Wegen der Definition (4.12)
unserer Transformation folgt dann aus (4.14)

AB +C'D'E =F. (4.15)

4.1.3 Diagonalisierung einer Matrix

Von besonderem Interesse fiir die Quantenmechanik ist die Auffindung je-
ner Transformierten A einer quadratischen Matrix A’, welche Diagonalform
hat. Wir werden spéter zeigen, dass die Auffindung der Elemente Ay und
der Elemente der Matrix S in der Matrixformulierung der Qunatenmechanik
dieselbe Rolle spielt, wie die Losung der Schrédinger Gleichung in der Wellen-
mechanik. Es sei also die Matrix A eine Diagonalmatrix mit den unbekannten
Elementen Ay, = Ay, sodass

(SA'S ™) = Apdp (4.16)

ist. Wir multiplizieren nun die Beziehung SA’S~! = A von rechts mit S und
erhalten mit Hilfe S S~! = I die Beziehung

SA = AS (4.17)
deren ki-tes Element lautet

Z Skm Apy = ZAkmSml = ApShi , (4.18)

oder
> Skm (At — Ardmi) = 0. (4.19)
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Wenn S eine N-dimensionale Matrix ist, dann erhalten wir N Gleichungen,
indem wir k festhalten und die Gleichung (4.19) fiir alle Werte 1 <1 < N an-
schreiben. Die dabei resultierenden N simultanen und homogenen Gleichun-
gen fiir die N Unbekannten Sgi, Sk, ... Skxny haben nur dann eine nichttri-
viale Losung, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix verschwindet,
wenn also

det[ ;nl - Akéml] =0 (420)

ist. Die N Wurzeln Aq, A, ... Ay fir A, die sich aus der Losung dieser
Gleichung (4.20) ergeben, sind die gesuchten Elemente der Diagonalmatrix
Apgg. Sie heiflen auch die N Eigenwerte der Matrix A’. Der Rest der Aufgabe
besteht dann in der Auffindung der Elemente Sg,, der Transformationsma-
trix. Dazu setzen wir einen der aufgefundenen Eigenwerte Ay in das homoge-
ne Gleichungssystem (4.19) ein. Die resultierenden N homogenen Gleichun-
gen sind dann I6sbar und liefern die Matrixelemente Sk1, Sk2, ... Skn bis auf
eine beliebige multiplikative Konstante. Diese Rechnung ist mit jedem der
N Eigenwerte Ay auszufithren und auf diese Weise lassen sich die Elemente
der Transformationsmatrix Sy, auffinden. Die zusétzliche notwendige Bedin-
gung, um die Elemente Sk, eindeutig festzulegen, besteht, wie sich spéter
zeigen wird, in der Forderung, dass S eine unitdre Matrix sein muss und
daher die Elemente Sy, die Bedingungen erfiillen

4.2 Darstellung von Operatoren durch Matrizen

In der Matrixformulierung der Quantenmechanik wird ein beliebiger Opera-
tor A durch eine Matrix A dargestellt. Eine spezielle Matrixdarstellung A
eines Operators A ldsst sich durch die Beziehung herleiten

Amf:/uﬂ@AmﬁwM%7 (4.22)

wo die Funktionen u,,(x) irgend ein beliebiges vollstindiges orthonormales
Funktionensystem sein kénnen. Diese Darstellung A, eines Operators A ist
folglich nicht eindeutig und héngt von der beliebigen Wahl des Systems der
Um(x) ab. Der Operator A kann ebenso gut auch eine andere Darstellung
besitzen. Es sei etwa eine solche Darstellung im Funktionenraum durch das
System v, (x) gegeben, die wir A’ nennen wollen. Diese habe die Matrixele-
mente

;m:/@@m%@m%. (4.23a)

Eine unitéire Transformationsmatrix fiir den Ubergang von der einen zur an-
deren Darstellung ergibt sich nun folgendermaflen. Wir kénnen ein beliebiges
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Element des Systems der Funktionen v, (z) nach dem System der Funktionen
ug(zx) in eine verallgemeinerte Fourier Reihe entwickeln, ndmlich

= Skaur() (4.24)
k
wobei die entsprechende umgekehrte Entwicklung lautet

=> Siavn(), (4.25)

wie sich bei der Berechnung der verallgemeinerten Fourier Koeffizienten S,
aus den Orthonormalsystemen der ug(x) und v, (x) sofort ergibt. Denn wir
finden

Skn = /u}';(a;)vn(a:)d3x (4.26)

Das System der Zahlen Sk, kénnen wir als eine Matrix auffassen, welche wir
als die Transformationsmatrix vom Funktionenraum der v, (x) in den Raum
der ug(x) nennen, die auch als Basis Transformation bezeichnet wird. Die
auf diese Weise definierte Matrix S ist unitéar. Zum Nachweis miissen wir nur
zeigen, dass S ST = I ist, wo I wieder die Einheitsmatrix darstellt. Im Detail
ergibt dies

(58" = Z Skn(SM)nt = Z SknSin

_Z/uk ) v, (x dx/ul( "ok (2')d3a’

:/d3xuk( )/d?’w’ul Zvn

= /d3xu2(x)/d3x’ul(w’)5(:ﬂ )

= /uZ(w)ul(m)d3x = Okl s (4.27)
wobei wir die Vollstandigkeitsbeziehung (2.64) verwendet haben. Ein anderer
Beweis, der etwas mehr physikalischen Einblick in die Natur der unitédren
Transformation liefert, besteht in folgendem. Man zeigt, daf} eine unitére

Transformation notwendig ist, um zu gewéhrleisten, dass die Norm (d.h. das
Betragsquadrat) eines beliebigen Vektors im Hilbert Raum (dem abstrakten

Funktionenraum)
- [ F@is@as (4.28)

unverindert bleibt, wenn f(x) entweder nach der Basis der v, (x) oder nach
der Basis der uy(x) entwickelt wird, wobei die v, (x) und die ug(x) denselben
Hilbert Raum ,aufspannen“. Die unitére Transformation hat demnach im
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Hilbert Raum eine dhnliche Bedeutung wie die orthogonale Transformation
im dreidimensionalen Vektorraum, da dort eine orthogonale Transformation
gleichfalls die Lénge eines Vektors konstant lisst.

4.2.1 Transformation der Darstellung eines Operators

Im vorangehenden Abschnitt haben wir zwei beliebige Darstellungen eines
Operators A betrachtet. Die eine war in Bezug auf die Basis der Funktionen
vp(x) und die andere in Bezug auf die Basis ug(x), also

A= [uidudte, 4, = [vidnd's, =Y S (429

Wir kénnen die Matrixdarstellung A aus der Darstellung A’, und umgekehrt,
erhalten, indem wir die Transformation

A=SA'St =545t (4.30)

ausfithren, wo S die unitéire Transformationsmatrix ist, welche von den wuy
auf die v, fithrt. Zum Beweis ersetzen wir in der Matrix Ay; von (4.29) die
Funktionen uj, und u; durch die entsprechenden Darstellungen in der Basis
der Funktionen v,,. Dies ergibt

Ap = /u,*cfluld?’x = / (Z S;mv7*1> A (Z Sl*mvm> d*z
= Z Skn (/ U;A'L)ntdgx) Sl*m = ZSknA;Lm(ST)ml
= (SA'ST). (4.31)

Wenn die Matrix A’ hermitesch ist, so ist es auch die Matrix A, also ist die
Hermitezitdt einer Matrix invariant gegeniiber einer unitdren Tranformation.
Zum Beweis zeigen wir, dass Ay = A}, automatisch folgt, sobald A, = AZ*
erfiillt ist, denn

Akt = Skm A (SNt = Skm At St = D StnArn (STir = Ajy.-
m,n m,n

(4.32)
Daraus folgt auch, dass die Eigenwerte einer hermiteschen Matrix reell sind.
Sobald namlich jede unitidre Transformation einer hermiteschen Matrix wie-
der eine hermitesche Matrix liefert, so haben diese Matrizen alle reelle Dia-
gonalelemente. Dies gilt dann auch fiir jene unitdre Transformation, welche
die hermitesche Matrix auf Diagonalform bringt. Die Elemente dieser Matrix
sind dann aber die Eigenwerte des Operators A.
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4.2.2 Herleitung der Eigenfunktionen und Eigenwerte

Die Auffindung der Eigenfunktionen und Eigenwerte eines beliebigen hermi-
teschen Operators mit Hilfe der Matrixmethode besteht in der Losung der
Gleichung

Auy = apun, (4.33)

wo die Folge der Funktionen wu, die Eigenfunktionen von A heiBlen und
die reellen Zahlen a, seine entsprechenden Eigenwerte sind. Als Beispie-
le von Eigenwertproblemen, die wir bereits nach der Schrédinger Methode
gelost haben, kénnen wir den harmonischen Oszillator oder das Wasserstoff
Atom anfiihren. Beim harmonischen Oszillator haben wir die Eigenfunktio-
nen u, = N, H,(§) exp(—%) und die Eigenwerte E,, = hw(n + 1) gefunden
(3.62,3.75). Ein anderer Zugang zur Losung eines Eigenwertproblems besteht
nun in der hier vorgestellten Matrix Methode nach Heisenberg, Born und Jor-
dan. Die Matrixdarstellung eines hermiteschen Operators A im Hilbert Raum
der Eigenfunktionen u,, liefert eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten a,,
lings der Hauptdiagonale, also

Akl = /uZAuldgx = qaj /uZuldgx = alékl . (4.34)

Daraus kénnen wir sofort folgendes schlieflen. Ist die Darstellung A’ eines
hermiteschen Operators Ain Bezug auf irgend ein vollsténdiges orthonorma-
les Funktionensystem v,, bekannt, so konnen wir auf vorgezeichnetem Wege
die Eigenfunktionen und Eigenwerte von A erhalten, indem wir den soeben
beschriebenen Rechengang nachvollziehen, ndmlich wir suchen jene Matrix
S, welche die Matrixdarstellung A’ diagonalisiert, d.h.

A = (SA'ST) = apdp - (4.35)

Die so gefundenen Diagonalelemente a; sind dann die Eigenwerte des Opera-
tors A. Da wir aber auch gezeigt haben, dafl dieselbe Matrix S dazu verwendet
werden kann, um vom Funktionensystem der v,, zum System der Eigenfunk-
tionen wu; von A zu gelangen, sind diese Eigenfunktionen uy einfach durch
die Beziehung gegeben

up(x) =Y Si,vn(x). (4.36)

Also gewihrleistet die unitéire Transformation S den Ubergang zur ,Eigen-
darstellung” des Operators A und seiner Eigenfunktionen. Wenn nur die
Eigenwerte von A und nicht auch seine FEigenfunktionen gesucht werden,
dann ist es nicht notig, die Elemente der unitdren Matrix S explizit zu berech-
nen. Die Eigenwerte a,, lassen sich durch Lésung der Determinantengleichung
(4.20)

det[A],; — andm] =0 (4.37)
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allein finden. Um uns zu iiberzeugen, dass die Eigenwerte von A, welche wir
durch die Matrix-Diagonalisierung erhalten, dieselben sind wie jene, die aus
der Losung des Eigenwertproblems Au,, = anu, erhalten werden, betrachten
wir die Matrixelemente des Opertors A in Bezug auf die Basis der Funktionen
Uy,. Dann erhalten wir mit Hilfe der obigen Eigenwertgleichung (4.33)

Apm = /u:;flumd?’x = an0nm , (4.38)

sodass die Matrix A, tatséichlich eine Diagonalmatrix ist, deren Elemente
auf der Hauptdiagonale mit den Eigenwerten a,, identisch sind. Da die beiden
Matrixdarstellungen Ag; und A/, miteinander durch eine unitére Transfor-
mation verbunden sind, haben sie auch beide die gleichen Eigenwerte a,,.

Die soeben beschriebene Rechenmethode kann zur Auffindung der Eigen-
werte und Eigenfunktionen jedes beliebigen hermiteschen Operators verwen-
det werden. Zur Veranschaulichung betrachten wir formal den Hamilton-
Operator H fiir ein Ein-Teilchen Problem

) K2
H=-—A 4.
AV (@), (4.39)

dessen Eigenfunktionen und Eigenwerte wir u; und Ej nennen, sodass das
Eigenwertproblem lautet
Huk = Ekuk . (440)

Nun sei eine Matrixdarstellung H’ in Bezug auf ein beliebiges orthonormales
Funktionensystem v,, gegeben, sodass gilt

H.. = /vfnflvndigm. (4.41)

Die Matrixelemente des unitéiren Operators S sind dann durch die Beziehung
definiert

ug = Z ShnUn (4.42a)

und wir zeigen nun, dass die transformierte Matrix H' des Hamilton-Operators
H diagonal sein wird und ihre Elemente gleich den Eigenwerten F,, sein wer-
den, denn aus der Beziehung

H=SH'S! (4.43)

folgt
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(S H'SY),, Z SemH'! SF,

= Z/ukvmd?’ /v Huv,d3x /ulv:;d%c"
_ / Bl (z) / B3 v ()07 (') H
/ ZU” d3 "

= /d?’qu(w)/d?’x’é(m H/ug S(x' —x)d3z"”
= /d%ui(m)/§(m—m’)Hul(m')d3x'
= /UZ}AI uld?’x = El(;kl s (444)

wobei von der Vollsténdigkeit (2.64) des Funktionensystems der v,, und der
Eigenwertgleichung (4.40) fiir die uy Gebrauch gemacht wurde. Das Resultat
(4.44) ist also in Ubereinstimmung mit unserer Behauptung.

Somit kénnen wir schliefilich unsere Annahme rechtfertigen, dal Operato-
ren, welche zur Beschreibung physikalischer Observabler dienen, hermitesch
sein miissen. Fiir einen Operator ist die notwendige und hinreichende Be-
dingung, dass er eine hermitesche Matrixdarstellung hat, dquivalent mit der
Bedingung, dass er hermitesch ist. Dies folgt aus der allgemeinen Definition
eines hermiteschen Operators (2.31)

/ f(Ag)dis = / (A 1) gd’, (4.45)

wenn wir f und g nach einer vollstindigen Basis v, entwickeln. Da eine
hermitesche Matrix reelle Eigenwerte hat, wie aus ihrer Diagonaldarstellung
hervorgeht, und diese Eigenwerte nach Heisenberg den moglichen Resultaten
physikalischer Messungen entsprechen, miissen die entsprechenden Operato-
ren hermitesch sein.

4.3 Darstellungen oder ,,Bilder*

4.3.1 Die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen

Wir haben bereits im zweiten Kapitel fiir den Erwartungswert eines belie-
bigen hermiteschen Operators B die folgende Bewegungsgleichung abgeleitet

(2.33)
dB) /oB i
T < o > + (. B]), (4.46)
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0 <B> =/ Y*Bd3z ist und 1 der zeitabhingigen Schrédinger Gleichung

(2.7)

oY i

— =—-——H 4.47

5t FHY (4.47)
geniigt. Diese Gleichung besitzt, wenn H nicht explizit von der Zeit ¢t abhéngt,
die formale Losung

1/}(337 t) = e_%Htw(im O) ) (4'48)
wie wir durch Ableitung nach t sofort feststellen konnen, da die Reihe
e HH = i L il (4.49)
o nl| h

die eigentliche Bedeutung des Exponentialoperators darstellt und [ﬁ , H =0
ist. Daher kann der Erwartungswert von B auch in folgender Weise dargestellt
werden

(B) = / [e’iﬁﬁtw(w,O) *Be*%ﬁtw(w,O)dg’x
= /w*(m,O)e%ﬁtBe*%thb(m,O)de
~ [ v @0 Bu®v@ 0. (4.50)

Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile in der letzten Gleichung
wurde die Reihendarstellung (4.49) verwendet und beachtet, dafl auch H™ ein
hermitescher Operator ist und daher mit ¢*(x,0) vertauscht werden kann.
Der in der Gleichung (4.50) auftretende, zeitabhéngige Operator

Bu(t) = et tBenHt (4.51)

wird die Heisenberg Darstellung des Operators B genannt. Daher werden
in der Heisenbergschen Formulierung der Quantenmechanik die Erwartungs-
werte physikalischer Observabler, dargestellt durch hermitesche Operatoren
B, mit Hilfe von Wellenfunktionen zu einer festen Zeit (meist ¢ = 0) berech-
net, sodass die Zustandsfunktionen v (a,0) stationédr, d.h. zeitunabhingig
sind. Die Operatoren EH(t) hingegen &ndern sich mit der Zeit und fol-
gen der Gleichung (4.51). Wir miissen daher zur Berechnung von (B) die
Zeitabhingigkeit von BH(zz) kennen. Die Differentialgleichung, welche die

zeitliche Entwicklung von By (t) beschreibt, kann leicht aus der Darstellung
(4.51) gewonnen werden. Wir finden (Siehe (A.154))

dBp(t) i
dt  h

i f 8B if] i~ - 83
+eﬁHte—th:;i[H7BH(t)]+< ) . (4.52)
H

{HeﬁHtBe—gHt_egHtBe—ﬁHtH}

ot
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Die Heisenbergsche Form der Quantenmechanik ist bei der Untersuchung von
vielen mehr formalen Problemen, insbesondere in der Quantenfeldtheorie,
von Nutzen, doch soll in unserer Einfithrung auf diese Dinge nicht weiter
eingegangen werden.

4.3.2 Konstanten der Bewegung

Wenn der Operator B nicht explizit von der Zeit ¢ abhéingt, also (%—f) g=0
ist, und die Beziehung dB SFE = 0 erfiillt ist, dann ist auch der Kommutator
[H,By] = 0 und man nennt in diesem Fall B eine Konstante der Bewe-
gung in Analogie zur klassischen Mechanik. (Vergleiche Anhang A.6.4). Der
Operator H der Gesamtenergie eines Systems ist natiirlich mit sich selbst
vertauschbar. Er ist also genau dann konstant, wenn er nicht explizit von der
Zeit abhéngt. Das ist gerade der Energie-Erhaltungssatz. Der Impulsoperator
P = —ihV ist nicht explizit zeitabhéngig. Wenn daher im Hamilton-Operator
H das Potential V = const. ist, so folgt sofort [I:I ,p] = 0 und der Impuls-
Erhaltungssatz gilt daher auch in der Quantenmechanik. Fiir Zentralkrifte
ist das Potential nur eine Funktion des Abstandes, V (z) = V(|x|). Das Qua-
drat des Drehimpulsoperators L2 ist daher mit V( ) vertauschbar und da der
Hamilton Operator gemaﬁ (3 115) in der folgenden Form geschrieben werden
kann H = T, + o + V(r), wo T, den Radialteil der kinetischen Ener-

gie darstellt, so ist auch [H,L?) = 0 und folglich gilt fiir Zentralkriifte der
Drehimpulserhaltungssatz. Dasselbe finden wir auch fiir die z-Komponente
des Drehimpulses [H, L.] = 0, denn es ist [L?, L,] = 0.

4.3.3 Heisenberg Bild und Schrédinger Bild

In der Schrédinger Darstellung (auch Schrédinger Bild genannt) der Quan-
tenmechanik, die wir bisher fast ausschlieflich zugrundegelegt haben, wird
angenommen, dass der Hamilton Operator H = Hyg als auch alle anderen
Operatoren B = BS, welche den Observablen B zugeordnet sind, von der
Zeit nicht explizit abhingen. Die zeitliche Anderung des Zustandes eines
Systems wird ausschliefilich durch den Zustandsvektor ¢ g(x,t) im Hilbert
Raum beschrieben

1#5(937 t) =€ EHSth(:B’ 0) ) (453)

wenn ¥ g(x,0) der Anfangszustand des Systems zur Zeit ¢ = 0 war, da ja
die Losung der zeitabhéngigen Schrodinger Gleichung, als einer partiellen
Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit ¢, ein Anfangswertproblem
darstellt. In der Heisenberg Darstellung (oder Heisenberg Bild), der urspriing-
lich die Matrixformulierung zugrundelag, wird hingegen angenommen, dass
der Zustandsvektor ¢y (x) = 9g(x,0) sich mit der Zeit nicht &ndert, da-
gegen die zeitliche Anderung des Systemzustandes durch die zeitabhéingigen
Operatoren B 1 (t) getragen werden, also
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Bu(t) = enHstBge nHst (4.54)

wobei dieser Zusammenhang auch fiir den Hamilton-Operator Hp(t) gilt.
Beide Bilder sind einander physikalisch dquivalent, da der Operator der zeit-
lichen Entwicklung

U(t) = e nlst (4.55)

ein unitdrer Operator ist. Fiir eine infinitesimale Transformation U(dt) ist
dies sofort einzusehen, denn

Ot (600 (5t) = (1+ %fﬂét)(l - %H 5 =1, (4.56)

sobald 6t — 0 strebt und wir beachten, dass der Hamilton Operator H her-
mitesch ist, also H = HT gilt. Jede endliche Transformation U/ (t) konnen wir
dann mit der Wahl 6t = £ (wo n > 0 und eine ganze Zahl ist) in der Form
ausdriicken

U(t) = lim (1 — ;th : (4.57)

n—00 n

entsprechend der Definition der Exponentialfunktion.

4.3.4 Die Diracsche Bezeichnungsweise

Nach dem Vorgehen von Dirac verwendet man fiir das Matrixelement eines
Operators A, in Bezug auf ein bestimmtes Funktionensystem w,, (x), anstelle
des Ausdrucks (4.22)

Am,n = (umyﬁun) = /U:nA Undgdf (458)

eine abkiirzende Schreibweise fiir dieses Matrixelement mit Hilfe eckiger
Klammern

Apn = (m|Aln) . (4.59)

Ausgehend von dieser Vereinfachung, fiihrt Dirac eine systematische Nota-
tion ein, die auf der Anwendung dieser eckigen Klammern beruht. In dieser
Schreibweise wird ein Vektor im Hilbert Raum, den wir bisher mit ¢ oder 1
bezeichneten, bei Dirac durch das Symbol | ) (oder |¢) bzw. |¢)) ersetzt und
ein ket-Vektor genannt. Die Symbole und die verschiedenen Eigenwerte, die
zwei ket-Vektoren unterscheiden, werden in Gestalt der Bestimmungsstiicke
dieser Vektoren geschrieben, also schreibt man zum Beispiel fiir die Eigen-
funktionen des H-Atoms

un’l’m(’f}e?(b) = |n7l7m> . (460)

Wenn 1) = | ), so bezeichnet man den konjugiert komplexen Vektor ¢* nicht
mit | )* sondern mit { | und nennt diesen einen bra-Vektor. Diese Benennung
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stammt aus dem Englischen, denn () ist eine bra(c)ket (eine Klammer). Die
Vektoren ( | und | ) entsprechen den Zeilen- und Spaltenvektoren der Matrix-
algebra. (Vgl. Anhang A.5).

Das Skalarprodukt von ¢ = |b) und ¢ = |a), wo b und a fiir die Bestim-
mungsstiicke (Quantenzahlen) des Zustandes stehen, wird dann gemifl der
obigen Vorschrift folgendermaflen geschrieben

(¢,9) = (alb) (4.61)
und es folgt dann sogleich fiir das hermitesch konjugierte Skalarprodukt
(bla)* = (a|b). (4.62)

Wenn A ein hermitescher Operator ist, so schreibt man sinngeméaf das Ska-
larprodukt von ¢ =|¢) = A|a) und ¢ = |b) in der Form

(W, ¢) = (b]c) = (b| Al a) (4.63)

und allgemeiner fiir das Matrixelement von A zwischen zwei Zustinden '
und ", die jeweils durch n Eigenwertparameter fy, fy,...f. und f, , f5 ,

"

.. [, charakterisiert sein sollen, schreibt man

W AY) = (o fy oo fo LALFL f3y o ). (4.64)

Wenn schlieBlich AT der zu A adjungierte Operator ist, so wird fiir zwei
beliebige ket Vektoren |a) und |b) gelten

(a] A|b) = (b| At |a). (4.65)

Mehr wollen wir hier nicht iiber die Dirac Notation aussagen, da wir sie in
den folgenden Kapiteln nicht verwenden werden.

Ubungsaufgaben

4.1. Zeige, wenn F ein hermitescher Operator ist, dann ist U = ¢F ein
unitéirer Operator. Dabei ist €' durch die Reihe fiir eine Exponentialfunktion
definiert. Dazu lassen sich #hnliche Uberlegungen anstellen, wie sie bereits in
Aufgabe 2.7 von Kapitel 2 vorgefithrt wurden. Es geniigt die Unitaritdt von
6U = 1 + i6F nachzuweisen, denn da F' = F'! ist, finden wir

SUYSU = (1 —i6FT) (1 +16F) (4.66)
=1—i0(FT —F)+ *FFT =14 6°F? =1

bei Vernachléssigung der Grofle, die quadratisch in 6 ist.
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4.2. Zeige, dass mit Hilfe des Impulsoperators der Operator der rdumlichen
Translation definiert werden kann. Betrachte dazu in einer Dimension eine
infinitesimale Verschiebung in z-Richtung: ¢ (z + dz) = ¥(z) + g—’f&c. Die
Translationsinvarianz driickt die Homogenitit des Raumes aus. Wir kénnen
mit Hilfe der z-Komponente des Impulsoperators schreiben ¢(z + dz) =
(14 021 p,)¢(z) und wir erhalten mit 6z = £ fiir eine endliche Translation

$(x + m0) = limyy o0 (1 + 2245, )"h(x) = en®oPeqp(z).

4.3. Zeige, dass mit Hilfe des Drehimpulsoperators der Operator der raumli-
chen Rotation definiert werden kann. Betrachte dazu eine infinitesimale Rota-
tion um die z-Achse: ¢ (¢+9d¢) = 1/)((;5)4—%5@1). Die Rotationsinvarianz driickt
die Isotropie des Raumes aus. Hier geht man ghnlich wie in Aufgabe 4.2 vor,
nur dass hier der Drehimpulsoperator 2 767> zur Anwendung kommt.

4.4. Zeige, dass die notwendige und hinreichende Bedingung, dass zwei Ma-
trizen A und B von gleichem Rang miteinander kommutieren, darin besteht,
dass sie von ein und derselben Transformationsmatrix S auf Diagonalform
gebracht werden kénnen. Wenn insbesondere die beiden Matrizen A und B
hermitesch sind, muss die Transformationsmatrix S = U eine unitidre Matrix
sein. Die Bedingung ist jedenfalls hinreichend, denn auf die Reihenfolge des
Produktes der Eigenwerte kommt es nicht an. Dass die Bedingung notwendig
ist, sieht man so ein. Angenommen die Matrix A sei durch die Matrix S auf
Diagonalform gebracht, sodass die transformierte Matrix A}, = a;0; ist.
Nun betrachten wir die transformierte Beziehung »°, (A7, By; — Bj A};) =
Zk(aiéikB,;j — Bl arly;) = aiBl’»j — ajBl’»j = (a; — aj)Bz’j und dies ist im
allgemeinen nur dann gleich Null, wenn auch B}; = b;d;; ist, also die Trans-
formationsmatrix S gleichzeitig A und B auf Diagonalform bringt. Sind A
und B hermitesch, so wird etwa A'f = (SAS™1)T = SAS~! = A’ sein, woraus
sich schlieBen lisst, dass STS = 1 sein muss, oder S = U ist.

4.5. Wenn A einen hermiteschen Operator darstellt und ¢,, die Eigen-
zusténde des Hamilton-Operators H sind, zeige, dass (1, [H, Ajy,,) =
(Ep—En) @, A,,) ist und wende dieses Resultat auf die Operatoren A=2
und 4 = p an. Da H ein hermitescher Operator ist, kénnen wir setzen

aus sich die genannten Spezialfiille leicht berechnen lassen.

4.6. Zeige mit Hilfe der Matrixmethode, dass fiir einen harmonischen Oszil-
lator &, ., # 0 ist, wenn E, — E,, = ih/.u ist und dass 27 ,, # 0 gilt, wenn

FE, — E,, = +2hw. Beachte, dass H= ﬁ §m und Tp—pr = inl gilt. Diese
Beziehungen sind am einfachsten zu untersuchen, wenn wir die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren (3.83) anstelle von & und p einfiihren.

4.7. Schreibe mit Hilfe der Matrixmethode explizit die Matrizen (n,Zn') und
(n,2?n’) des harmonischen Oszillators an. Verwende dazu die Vernichtungs-
und Erzeugungsoperatoren.
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4.8. Berechne mit Hilfe der Eigenzustéinde des linearen harmonischen Oszil-
lators und den Zusammenhiingen (3.83) zwischen # und p und @ und & die
explizite Matrixform der Operatoren 2 und p.

4.9. Zeige, dass die Norm eines Vektors im Hilbert Raum bei einer unitéren
Transformation unveréindert bleibt. U sei ein unitérer Operator. Dann ist
UTU = I. Die Norm eines Vektors f im Hilbert Raum sei (f, f) = 1. Wir
verwenden die Identitit f = UTUf. Wenn wir daher die Norm des trans-
formierten Vektors ¢ = Uf berechnen, so finden wir (9,9) = (Uf, Uf) =

(fUTUf) = (f.f) =1, qed.

4.10. Man schreibe die Bewegungsgleichung fiir die Erwartungswerte (2.33)
in Matrixform an. Dazu entwickeln wir ¢ nach dem System von orthonor-
malen Eigenfunktionen des Hamilton-Operators H, d.h. ¢ = > a,¢, und
setzen dies in die Bewegungsgleichung (2.33) ein. Dies ergibt

di —i(E E,)A (4.67)

dt n,m — h n m n,m - .
4.11. Zeige mit Hilfe der Heisenbergschen Bewegungsgleichung, dass die Pa-
ritdt eine Konstante der Bewegung ist.



5 Algebraische Theorie des Drehimpulses

Die im vorangehenden Kapitel dargelegte Matrixmethode der Quanten-
mechanik soll nun zur allgemeinen Behandlung des Drehimpulses dienen.
Zunéchst wird gezeigt, dass es auler dem Bahndrehimpuls eine weitere Er-
scheinungsform des Drehimpulses geben muss, deren Eigenwerte sich durch
halbzahlige Quantenzahlen beschreiben lassen und die den Namen Spin be-
kommen hat. Die Eigenfunktionen des Spins und ihre Eigenschaften wer-
den wir zunéchst untersuchen. Danach behandeln wir die Zusammensetzung
mehrerer Spins zum Gesamtspin und die Zusammensetzung von Spin und
Bahndrehimpuls zum Gesamtdrehimpuls. Bei der Kopplung von mehr als
zwei Drehimpulsen kommt es auf die Stédrke der Kopplung zwischen ihnen
an. Als Grenzfille werden wir die Russel-Saunders und die j — j Kopplung
behandeln.

5.1 Eigenwerte und Eigenfunktionen des Drehimpulses

5.1.1 Der Bahndrehimpuls

Diesen haben wir bereits behandelt. Sein quantenmechanischer Operator lau-
tet

~ h
i
und fiir seine Komponenten fanden wir die Vertauschungsrelationen
.. L. B. . . .. B
L.Ly—LyL,= ~-L,, LyL,—L.,L,=+L,
i i
A oa A h - A A PN
L,L,~L,L,=~L,, LiL>-L*’L; =0, i=ux,y,z. (5.2)
i

Da die Bahndrehimpuls Komponenten untereinander nicht kommutieren, ist
es nicht moglich, mehr als eine von ihnen gleichzeitig scharf zu messen (auﬁer
wenn L, L =L.=0 ist). Im allgemelnen wird ein Koordlnatensystem
so gewdhlt, dass die z-Komponente L, ausgezeichnet wird. Dann sind L.

und L2 gleichzeitig scharf messbar. Aufgrund unserer Losung der Schrodin-
ger Gleichung fiir ein kugelsymmetmsches Potential V(r) in Kapitel 3.4, ist
auch der Hamilton Operator H mit L? und L. vertauschbar, sodass unter
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diesen Bedingungen die Energie, das Quadrat des Drehimpulses und seine
z-Komponente gleichzeitig scharf gemessen werden kénnen. Fiir die Eigen-
funktionen der Operatoren L, und L? fanden wir
1
V2T
ﬁ2u17m = Rl + Dgm, Urm =YY" = NpmP/"(cos 6)e™?
1=0,1,2,..., |m| <I. (5.3)

™ m=0,+1,42, ...

Loty = Bmty, ,, Uy =

5.1.2 Der Gesamtdrehimpuls

Wie sich zeigen wird, gibt es aufler dem Bahndrehimpuls, weitere Operatoren,
die den genannten Vertauschungsrelationen (5.2) geniigen. Um dies explizit
nachzuweisen, gehen wir allein von den Vertauschungsrelationen aus, ohne
ihre Koordinatendarstellung zu benutzen. Wir nehmen an, dass das physika-
lische Problem kugelsymmetrisch und damit auch rotationssymmetrisch um
die z-Achse sei, sodass fiir die z-Komponente des allgemeinen Drehimpuls-
operators, der mit J bezeichnet werden soll, die Eigenwertgleichung

J Uy = hma,, (5.4)

mit zunéchst unbekanntem m und unbekannten w,, gilt. Die Ausgangsposi-
tion unserer Uberlegungen ist ferner durch die folgenden Gleichungen gegeben

Jody—Jdyd. =< de, JiJ?—J%J; =0, (5.5)

wobei in der ersten dieser beiden Gleichungen (z,y, z) zyklisch zu vertauschen
sind und in der zweiten Gleichung ¢ = z,y und z zu setzen ist. Wir suchen
die méglichen Eigenwerte m von J, und die Eigenwerte von J2. Die Methode
zur Auffindung dieser Eigenwerte ist ganz dhnlich jener, die bei der algebrai-
schen Behandlung des linearen harmonischen Osrzillators, unter Einfithrung
der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a®™ und a, angewandt werden
kann. Wir fithren zunéchst zwei nicht-hermitische aber zueinander hermitesch
konjugierte Operatoren Jt und J~ durch die folgenden Definitionen ein

Jt=J,+id,, J- =J,—iJ,. (5.6)

Dann gelten aufgrund der Vertauschungsrelationen (5.5) die folgenden Bezie-
hungen

JTI™ = 2 +i(Jydy — Judy) + J2 = J2 + J2+ k.
JmJ =T —i(Jydy = Jpdy) + J2= T2+ T~ hd.

~ ~ ~ ~ ~ 1 A+, & A oA
=+ I+ =0+ 5(J+J— —J-Jh) (5.7)
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und wir erhalten die weiteren beiden Kommutator Gleichungen

JIt = J = Jude 0, — j
JoJT = Jedy —dy T 4T = b

JtJ-—J Jt =2nJ,. (5.8)

Wenn wir die erste Kommutator Beziehung von (5.8) auf die Eigenfunktion
Uy, anwenden, so erhalten wir mit Hilfe der Eigenwertgleichung (5.4) die
folgende Beziehung

J.(J ) — JH (T =
T (T ) — hn(J up,) = A(J T um) (5.9)

und wir schlieen aus dieser Gleichung mit Hilfe von (5.4)
Jo(J ) = h(m +1)(J up,) (5.10)

wonach Jtu,, eine Eigenfunktion des Operators J. mit dem Eigenwert
li(m + 1) ist. Also ist J T u,, proportional der Eigenfunktion wu,,1 oder die
Beziehung muf} gleich Null sein, also

j+um = Qm+1Um+1, Qmy1 = const.
oder Jtu,, =0. (5.11)

Wenn wir die zweite Kommutator Beziehung von (5.8) auf die Eigenfunktion
Uy, anwenden, finden wir mit der Eigenwertgleichung (5.4) die Beziehung

Jo (T ) — I~ (Jatin) = —A(J ) (5.12)

wonach J~u,, eine Eigenfunktion von .J, ist mit dem Bigenwert ii(m — 1),
oder der Ausdruck mufl gleich Null sein. Hier schlielen wir daraus, unter
Verwendung von (5.4),

J U = By 1Um—1, [B,,_1 = const.

oder J t, = 0. (5.13)

Daraus leiten wir ab, dass der Operator Jt die Uberfithrung des Systems
vom Zustand u,, in den Zustand u,,+; bewirkt, also ein Hebungsoperator ist
und dass der Operator J= die Uberfithrung vom Zustand 1, in den Zustand
Um—1 bewirkt und daher einen Senkungsoperator darstellt. Da J~ und J*
zueinander adjungierte Operatoren sind, gilt aufgrund der Definition (2.30)
eines hermitesch adjungierten Operators

/u%j*um,ld?’m = /(j*um)*um,ld?’x,

daher am/|um\2d3x:ﬁ;71/|um,1|2d3x. (5.14)
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Unter Berticksichtigung der Normierung der Funktionen w,,, folgern wir da-
her aus der zweiten Gleichung in (5.14) «,, = 8;,_;. Mit Hilfe der obigen
Resultate erhalten wir schliefSlich folgende Eigenwertgleichungen fiir die Ope-

ratoren Jt.J~ und J~J*t

j+j_um = B 10mUm = |5m—1|2um

J =T U = Qg1 Byt = |5, >t - (5.15)
Wenn wir nun die dritte Kommutator Beziehung in (5.8) auf u,, anwenden

und dabei die Ergebnisse von (5.15) beriicksichtigen, so finden wie schliefflich
die folgende Differenzengleichung

B ® = 18, * = 20%m. (5.16)
Diese Differenzengleichung hat die Losung
18,.]> =C —*m(m+1), C = const., (5.17)

wie wir durch Einsetzen in (5.16) leicht bestétigen kénnen. Tragen wir |3,, |2
als Funktion von m in einem kartesischen Koordinatensystem auf, so erhalten
wir eine nach oben gewolbte Parabel, wie Abb. 5.1 zeigt. Da die linke Seite
der Gleichung (5.17) notwendig positiv ist, kann m nur solche Werte haben,
dass

C—h*m(m+1)>0 (5.18)

ist. Wenn wir nun den grofiten Wert von m mit J bezeichnen, so ist jedenfalls
J > 0. Dann wére ein Widerspruch zu erwarten, wenn m = J + 1 wére. Um
dies zu vermeiden, miissen wir verlangen, dass

Jtuy; =0, alsoay =05=0 (5.19)

A )
Il

v

8

7

Abb. 5.1. Zur Drehimpulsalgebra
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gilt. Dann ist natiirlich auch 5; = 0. Aus der Losung (5.17) der Differenzen-
gleichung folgt fiir m = J

C=rJJ+1). (5.20)

Wenn wir jetzt den kleinsten Wert von m mit m’ bezeichnen, dann miissen
wir mit der gleichen Schlussweise verlangen, dass

J Uy =0, also §,,,_1 =0 (5.21)

ist. Beim Einsetzen dieses Resultats in die Losung der Differenzengleichung
(5.17) ergibt sich
0="hr*J(J+1)—Rr*(m —1)m’. (5.22)

Diese quadratische Gleichung in m’ hat die beiden Losungen
m =J+1, m'=—J. (5.23)

Die erste dieser beiden Losungen kann nicht die gesuchte sein, denn der grofite
Wert von m war mit J bezeichnet worden. Also ist m' = —.J.

Die Eigenwerte des Operators .J, laufen also in Schritten von 1 zwischen
—J und +J. Damit dies moglich sein kann, mufl die stets positive Zahl J
entweder ganzzahlig oder halbzahlig sein

1 3
J=0, =, 1, =, ... 5.24
) 2 ) ) 2 ) ) ( )
wie man sich leicht {iberlegen kann. Die Eigenwerte der anderen Operatoren
lassen sich nun aus den Eigenwertgleichungen (5.15) fiir J*J~ und J~J*
und dem Zusammenhang (5.7) mit J? gewinnen. Wir finden

T Tt = 1B,y 1 [Pt = B2[J(J + 1) — m(m — 1)t
T T U = |8, |2t = R2[J(J + 1) — m(m + )],

Juy, = R |m? + %{ZJ(J—i— 1)=m(m—1) —m(m+1)}| um
= R2J(J + 1)uy, . (5.25)

Dieses Resultat zeigt, dass u,, gleichzeitig Eigenfunktion von J. und J? ist
und dass die Eigenwerte von .J, durch Aim und jene von J? durch h2.J(.J +1)
gegeben sind. Wenn die Quantenzahl J ganzzahlig ist, ist auch m ganzzahlig
und wenn J halbzahlige Werte hat, ist auch m halbzahlig. In jedem Fall kann
bei gegebener Quantenzahl J, die Quantenzahl m die Werte J, J — 1, J — 2,
-+ —J annehmen und es gibt daher 2J + 1 mogliche m-Werte.

Ein Vergleich der Eigenwertgleichung fiir J2 mit jener fiir L? zeigt, dass
der Fall des Bahndrehimpulses in unserem Ergebnis fiir J? einbezogen ist
(die Quantenzahl [ ist stets ganzzahlig). Dariiber hinaus kann es jedoch noch
eine Drehimpulsform geben, die halbzahlige Eigenwerte besitzt. Ein solcher
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Drehimpuls wurde experimentell in Gestalt des ,,Spins“ (Eigendrehimpuls)
der Elementarteilchen (Proton, Neutron, Elektron, Neutrino etc.) gefunden.
Eine anschauliche Deutung fiir den Spin gibt es nicht. Eine gewisse makrosko-
pische Analogie liegt vor bei dem System Sonne-Erde in Form der tédglichen
Umdrehung der Erde um ihre N-S-Achse zuséitzlich zu ihrer Bahnbewegung
um die Sonne. Diese Analogie darf man aber nicht wortlich nehmen, denn
zum Beispiel ein mit dem Drehimpuls % um die eigene Achse rotierendes
Elektron, das man sich als Kiigelchen mit dem klassischen Elektronenradius
ro = 2,82 x 10713 cm vorstellen konnte, hétte eine Umfangsgeschwindigkeit,
die weit grofier wire als die Lichtgeschwindigkeit ¢. AuBlerdem kann natiirlich
ein klassisches, makroskopisches Analogon nicht die Halbzahligkeit der zum
Spin gehorenden Quantenzahl erkléren.

Der Gesamtdrehimpuls J eines Systems von Teilchen setzt sich folglich

aus allen Bahndrehimpulsen lAl und allen Spins §; der beteiligten Teilchen
zusammen R R
J=>"Li+) 3. (5.26)

Man bezeichnet in diesem Zusammenhang die Drehimpulsvektoren (Operato-
ren) der einzelnen Teilchen mit kleinen Buchstaben, die des zusammengesetz-
ten Systems mit grofen Buchstaben. Entsprechend gilt fiir die z-Komponente

des Gesamt-Drehimpulses
o= i+ 3. (5.27)

Die Quantenzahlen J und m; sind ganzzahlig, wenn das System aus einer ge-
raden Anzahl von Fermionen, die jeweils den Spin % haben, besteht, wihrend
bei einer ungeraden Anzahl von Fermionen J und m; halbzahlig sind. (Vgl.
Abschn. 8.2)

5.1.3 Matrixdarstellungen

Die Matrixdarstellungen der Drehimpulsoperatoren findet man wie folgt. Aus
den Eigenschaften (5.11) von .J * folgt fiir die Matrixelemente des Operators
Jt+
Jlj_m = /U,Zj‘i’u»mdgl‘ = Om+1 /u;‘;u’m—&-ldBJ)
= BrOkmi1 ="/ J(J +1) = m(m + )8 mi1 (5.28)

wobei die beim Wurzel ziehen aus |3,,,|? freibleibende Phase gewdhnlich gleich
Null gesetzt wird. Entsprechend ergeben sich mit den Eigenschaften (5.13)
von J~ die Matrixelemente

Jl; :/u;;j_umdgxzﬁm—l/uZuW*Ide

= Bin10km-1=0/J(J+ 1) —m(m — Ddpm_1.  (5.29)
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Die Operatoren Jt.J~ und J~JT haben gemif (5.25) nur Matrixelemente
fiir & = m, ihre Matrizen sind also auf Diagonalform und aus ihren Eigen-
wertgleichungen folgen die Matrixdarstellungen

(JF T Vem = |Bier[*0km = [T (J + 1) = m(m = 1)}0,m
(J= TV em = 18|20k = RAT(J +1) —m(m + 1)]6gm . (5.30)

Die Matrizen fiir die kartesischen Komponenten des Drehimpulses ergeben
sich aus dem Zusammenhang (5.6) mit jenen von J* und J~ und zwar

( w)km = (J+ +Jk ) (j)

(J2)km = ;h[(ﬁj Yem — (J 7T V] = Bm G - (5.31)

Als Anwendung betrachten wir den Fall J = %, was zum Beispiel einem
einzelnen Spin entsprechen wiirde. Die Matrix fiir Jt ist dann zweireihig, da
m nur die Werte —|—% und —% annehmen kann. Man ist iibereingekommen, das

Matrixelement mit den gréfiten Werten von m und k in der Matrixdarstellung
als linkes oberes Element anzuordnen, also

~4m=-}
0 8. S (5.32)

pl 21

0 O =—3

WO ﬁj% = h ist, oder, knapper ausgedriickt, und analog die entsprechende

Matrix fiir J—
g =n(0) wna g =n (90 (5.33)
00 10) - '

Aus diesen Darstellungen folgen dann fiir die kartesischen Komponenten
Jz, Jy, J und fir J? die Matrizen

. hf01\ & . hf0—i\ h
Jw_z(m)_g%’ J-’f‘z(z‘ 0)_2"-’/’
. h{10 h

Ly £ . Z (é?) (5.34)

Die Matrizen o, 0y, und o, werden als die Paulischen Spinmatrizen bezeich-
net. Sie gehorchen den Rechenregeln

OpOy =10, OyOy = —10, ; 050y + 0y0, =0

(04,04 = 0404y — 0y0, = 2i0, (5.35)
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mit den entsprechenden zyklischen Vertauschungen von z, y und z. Diese Re-
sultate sind in Ubereinstimmung mit den Vertauschungsrelationen fiir die all-
gemeinen Drehimpulsoperatoren (5.5). Die Drehimpulsmatrizen fiir andere
Werte von J kénnen nach dem gleichen Schema berechnet werden.

5.2 Der Spin

5.2.1 Die Eigenfunktionen

Der Spin eines Teilchens ist als Teilcheneigenschaft nicht vom Ort des Teil-
chens abhéingig. Die Eigenfunktionen zum Spin sind daher keine Ortsfunktio-
nen. Die Spinfunktionen, die mit %, bezeichnet werden, hiingen nur von der
Spinvariablen s und damit vom Wert der Spinquantenzahl ms ab, wo mg die
Quantenzahl der z-Komponente des Spinoperators ist. Da |x,,. |? die Wahr-
scheinlichkeit angeben soll, dass das Teilchen mit dem Spin s im Zustands
mys zu finden ist, das heif3t, dass die z-Komponente des Spindrehimpulses den
Wert fim, hat, stehen fiir x,,, nur die Werte 0 und 1 zur Verfiigung.

Die Spinvariable s kann bei einem Teilchen mit Spin % nur zwei Werte
annehmen

1 1 1
=, S:_ih’ fﬁrmsz—i. (5.36)

1
s:§h, fiirm5:2

Es liegt also die Situation vor, dass der Index ,m* der m-ten Spineigenfunk-
tion x,, bestimmt, an welcher Stelle die ,,Variable* s der Funktion von Null
verschieden ist, also

1 (s=+8)=1
wenn ms = +— dann ist Xt (s ,Q—L)
2 Xy1(s=-5)=0
1 _is=+8) =0
wenn ms = —— dann ist X-3( %) . (5.37)
2 X_i(s=-3)=1
Zur Abkiirzung schreibt man oft
X+ =X11(8), xo=x_1(s). (5.38)

Die Funktionen x, und x_ sind zueinander orthogonal, denn es gilt

h h
freso- i -po(-4) ho( -4

Jipas == (+5) (D)

/X+X7ds = ZX+(S)X7(S) =0. (5.39)

2
+

2

2
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X4 und x_ sind per Definitionem die Eigenfunktionen des Operators 5, eines
Einzelteilchens, also

. .. 1 . h
S.x4 = hmgx, , fiir my :—1—5, also 8;x, = X+

1 h
S.x_ = hmgx_, flrm, = —5 also §,x_ = X (5.40)

Mit Hilfe der allgemeinen Definition (5.11,5.13) der Hebungs- und Senkungs-
operatoren finden wir

R L. . |

sx:§(s +357), syzz(s —5§7). (5.41)
Ferner ist gem&fl unseren oben zitierten allgemeinen Resultaten iiber die An-
wendung der Hebungs- und Senkungsoperatoren (5.11,5.13) mit den Werten
fiir apy1 und 8,1, angewandt auf §% und §
o+

87X =0, 8" x_ =hxy; 8 xp=hx_, §x_=0 (5.42)

und daher gilt fiir 5, und 3,

R h . h
82X+ = 5X_» SaX_ = 5X4

2 2
. h . h
SyXy = IgX— s SyXo = —igXy - (5.43)

Schliellich kann man auch die Spinfunktionen als Matrizen auffassen und

schreiben
10 00

oder abgekiirzt als Spaltenvektoren

X+:<é), x_=<‘f>7 (5.45)

welche Pauli Spinoren genannt werden. Die vorangehenden Gleichungen
(5.43) ergeben sich dann unter Benutzung der Pauli Matrizen (5.34)

. _hf01\[10\ _h(00\ &
f2X+ =5 10) o0) T3 \10) = 2%

. _Rh{01\[00\ _h(10\ _h
S2X-=35\10)\10) =32 00) = 2X+
B(0—i\ (10\ .h(00\ &
X+ =5\ i 0 )\oo) T2 10) 712X
) h(0—i\ 00\ .A[10\ .k
WA= T (2 0 ) (10) - (0 0) BRI (5.46)
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5.2.2 Projektion des Spins

Da die Wahl unseres Koordinatensystems (z,y, z), in Bezug auf welches wir
die Spinoperatoren 3,, 3,, 5, und die Eigenvektoren x, und x_ des Operators
3, definiert haben, ganz beliebig ist, wird es von Interesse sein, den Spinope-
rator §, der Projektion des Spins auf eine beliebige Raumrichtung n und
seine Eigenvektoren y; und y aufzufinden, da dies sowohl von praktischer
Bedeutung ist, aber auch eine wichtige Aussage iiber die Messung des Spins
in Bezug auf eine beliebige Raumrichtung macht. Fiir diese Untersuchung
fiihren wir in Bezug auf unser Koordinatensystem einen Einheitsvektor n
ein, der in rdumlichen Polarkoordinaten folgende Komponenten besitzt

ng =sinfcos¢, n, =sinfsing, n, = cosf. (5.47)

Die Projektion des Spinoperators § in Bezug auf diese Raumrichtung ist dann
gegeben durch

h
p=mn-8§= §(nw&w +ny6y +n.6;) = on o. (5.48)

Zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren des Operators §,, betrach-
ten wir zunéchst die Wirkung von §,, auf die Vektoren x. Dies ergibt mit
Hilfe der obigen Tabelle (5.46)

h )
SaXy = i(COS Ox, + sin 9€1¢X_)

h .
SpX_ = E(sin e Py, —cosbx_). (5.49)
Zur Berechnung der Eigenvektoren und Eigenwerte von s, haben wir die

Eigenwertgleichung
SnX = AX (5.50)

zu 16sen. Dazu machen wir einen Losungsansatz in Bezug auf die Basis der
Vektoren x4
X = axy +bx_. (5.51)
Dies ergibt bei Einsetzen in (5.50) unter Verwendung von (5.49)
I i ‘i
B [acosf + bsinfe'?)x, + (asinfe'® — beosf)y_]
= Max, +bx_]. (5.52)
Wenn wir diese Gleichung auf die Vektoren x projizieren und beachten, dass
wegen (5.45) die x zueinander orthogonal und normiert sind, so erhalten
wir das folgende homogene lineare Gleichungssystem

<Z cos b — )\) a-+ gsinge_i¢b =0

h , h
5 sin Ge'q — (2 cos 6 + A) b=0 (5.53)
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zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten a und b. Zur Losung des Pro-
blems ist notwendig, dass die Determinante der Koeffizienten verschwindet
und dies ergibt nach Ausrechnung

L 2 R, h? 2
D—(4cos 9)\)4s1n 9_<4)\)—O. (5.54)
Damit sind aber die Eigenwerte des Spinprojektions-Operators s,
h
A= j:§ (5.55)

und wir erhalten fiir die normierten Losungen des homogenen Gleichungs-
systems (5.53) die Eigenvektoren des Operators §,

h. 0 .0 i¢
)\:+§, XT:COS§X++SIH§‘3 X—
h - 0
A:7§: Xi:—smie ¢X++COS§X7~ (5.56)

Durch spezielle Wahl der Richtung des Vektors n, konnen wir aus (5.56) die
Eigenfunktionen der Spinkomponenten 5., 5, und 5, berechnen. Wir erhalten

Richtung 0 10) X+ X,
x 500 Shutxs) —shg—xo)
55 e tixd) sl +xo)
: 0 - X+ X- (5.57)

und erkennen daraus, dass die Eigenfunktionen der verschiedenen Spinpro-
jektionen recht verschieden sind. Dies bestétigt die quantenmechanische Er-
kenntnis, dass zwei in verschiedene Richtungen orientierte Spinkomponenten
nicht gleichzeitig scharf gemessen werden konnen.

Die gesamte Zustandsfunktion 1 eines Teilchens hidngt nunmehr von den
Variablen x , t und s ab. Wenn sich der Spin separieren ldsst, dann zerfallt die
Zustandsfunktion in zwei Funktionen je nach dem Wert der Spinkoordinate
s. Fiir stationére Zustédnde erhalten wir dann die allgemeine Schreibweise

(. t,s) = u(m)x(s)e 7P (5.58)

wobei in einem kugelsymmetrischen Potentialfeld V' (r) die Funktionen u(x)
gegeben sind durch (3.133), also

w(®) = Upim (1,0, ¢0) = Rp (r)Y™(0,¢), E=E,, (5.59)

nachdem R, ;(r) normiert wurde. Schlieflich sind die Eigenfunktionen des
Gesamtdrehimpulsoperators j Produkte aus den Eigenfunktionen Y, (0, ¢)
von L und den Eigenfunktionen x, von &, derart, dass h%j(j + 1) die Eigen-
werte des Operators 52 und Am; die Eigenwerte von 7, sind. Wie man die

Eigenfunktionen von L und § zusammensetzen muss, um das genannte Ziel
zu erreichen, werden wir als néchstes untersuchen.
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5.3 Die Kopplung zweier Drehimpulse

Der Gesamtdrehimpuls J eines Systems sei aus zwei Anteilen Jy und Js
zusammengesetzt

j=j1—|-j2, jz:jlz+j22. (560)

Wenn keine dufleren Momente auf diese Drehimpulse wirken und ebenso keine
inneren Momente (z.B. magnetlsche Wechselvvlrkungen) zwischen den Teil-
systemen vorhanden sind, sind J 1 und J > und damit auch J fest 1m Raum
orientiert. In diesem Fall gelten Erhaltungssétze fiir J? i, le7 J2 5 ng, J2
und J,. Die Wahl der z-Richtung ist dann beliebig.

Wenn hingegen duflere Momente eingeschaltet sind, zum Beispiel durch
Anlegen eines Magnetfeldes bei der Untersuchung des Zeeman Effektes, dann
definieren deren Resultierende eine 2-Richtung, um welche, klassisch ge-
sprochen, die Drehimpulsvektoren der Teilsysteme unabhéngig voneinander
prézedieren, es bleiben dann nur jlz und jzz konstant. Fiir die Grofe J 2
des Gesamtdrehimpulses gilt dann kein Erhaltungssatz, da diese Grofle sich
laufend andert, jedoch jz = jlz + jgz bleibt konstant. Die gleichen Uberle-
gungen bleiben giiltig, wenn die dufleren magnetischen Momente die inneren
Momente stark iiberwiegen.

Sind andererseits die inneren Momente grofler als die dufleren, dann préze-
dieren J; und J» um J, das seinerseits langsam um das duflere Feld préze-
diert. Jetzt sind jlz und jgz nicht mehr fiir sich konstant, nur noch ihre
Summe jz In beiden Fillen gilt also nur fiir jz = jlz + jgz ein Erhaltungs-
satz.

Der Effekt der Kopplung auf die Lage der Energieterme des Atoms mufl
mit Hilfe der Methode der Stérungstheorie berechnet werden, auf die wir
im néchsten Kapitel 6 zu sprechen kommen. Als Ausgangssystem von Zu-
standsfunktionen wird man dabei zweckméfig das Eigenfunktionssystem bei
fehlender Kopplung wihlen. Dies kann entweder durch die zu J1 und J oder
durch die zu J gehorigen Eigenfunktionen dargestellt werden. Wir wollen im
folgenden den Zusammenhang zwischen den beiden mdoglichen Funktionen-
systemen aufzeigen. Dies ist notwendig, weil einerseits die Kopplungsenergie
oft proportional zu

N N 1714 N ~
Jida=3 [J2 -0t - Jﬂ (5.61)

ist, also den Operator J? enthélt, wihrend andrerseits im allgemeinen die zu
den einzelnen Teilsystemen gehorenden Eigenfunktionen zunéchst bekannt
sein diirften. Dabei wird angenommen, dass die Operatoren J1 und J mit-
einander kommutieren, da sie auf verschiedene Teilsysteme wirken. Bevor wir
den allgemeinen Fall behandeln, betrachten wir ein einfaches Beispiel, dessen
Ergebnisse wir spéter, in Kapitel 8, benttigen werden.
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5.3.1 Zusammensetzung zweier Spins

Wir betrachten die Zusammensetzung zweier Spins § () und §® zum Ge-
samtspin S bei fehlender Kopplung der zugehdrigen magnetischen Momente.
Die Spinquantenzahlen seien jeweils % Bei diesem Beispiel interessieren uns
nur die Spinfunktionen des Gesamtsystems. Geméfl unserer Voraussetzung
ist

S=5045@ 5 =351 452

(é Yts 2’) =(BM2 4 (5@ 425M .50 (562)
Versuchsweise wollen wir zunéchst untersuchen, ob die folgenden Produkte
von Spin Eigenfunktionen

XX, XX, XxONE, XM (5.63)

Eigenfunktionen von 2 und S’Z sein konnen, oder nicht sein kénnen, und
welche Eigenwerte sich ergeben. Dazu bilden wir

NGNS INONCIFCONGNG
_ g (x(ﬁ)xf) +x(+)x(f)) — i Oy @

IV ONCINCNONCITONONG
_ g (X<+1>X<_2> 5 >X<2>) _0

Sy @ = 50, D@ 4 50), 1), @
= —g (x(,l)xf) - x@x@) =0. (5.64)

Also gilt allgemein fiir beliebige Konstante a und b
So(axPx® + ox X ) = 0. (5.65)
Ferner gilt

A R h
SxUx® = =X IN® = X = I (5.66)

und

= [(8M)2 4+ (5?)2 4 2{8(V3® 4 3@ 4 31 3@3], (N ()

3 h h (). h h2
_ [h2+ hz] NG xi)+2{2 N LN LN NG
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— [(6)% + (52)2 + 2{6005@ + 505D + 505Dy PP

3., .3 h h oy, b 02
- [h2+h2] o) (2)+2{ NN RN LN B G INC

2 24 4
— 2R0x® 4+ x Oy (5.68)
sowie analog
S @ = 2Dy @ 1 03] 52,0, @) _ 92, 10, (5.69)

Zusammenfassend ist das Ergebnis dieser Rechnungen, dass offenbar nicht

(1) (2)

alle Produkte der Spineigenfunktionen yxy’ und xi’ auch Eigenfunktionen

zu den Operatoren 52 und S, sind, wohl aber folgende Kombinationen

Eigenfunktion y Eigenw. v. 52 Eigenw. v. S. Austauschsymmetrie

X(+1) XSF ) 2h2 +h symmetrisch
\[[XS)X@) + X(l) 2 )] 2h2 0 symmetrisch
X(l)x(_Q) 2h2 —h symmetrisch
7 [X(j) x® —x® Xf)} 0 0 antisymmetrisch .
(5.70)

Die bei den Eigenfunktionen x auftretenden Faktoren % stammen von der

Forderung, dass diese Funktionen orthonormiert sein sollen. Also mufi zum
Beispiel gelten

1
// 2 ’X(l)x@) +x U O dsids; = 2"

Die ersten drei Eigenfunktionen der Liste (5.70) lassen sich als die Spinfunk-
tionen eines Teilchens deuten, das den Gesamtspin & mit der Spinquantenzahl
S =1 hat, also

1
5=1 (5.71)

S%y = h2S(S+1)x, S.x =hMgy, mit Mg =+1,0, —1. (5.72)

Die letzte Eigenfunktion in (5.70) dagegen verhélt sich so wie die Spinfunk-
tion eines Teilchens mit der Spinquantenzahl S = 0 und daher ist entspre-
chend auch Mg = 0. Diese Funktionen werden uns bei der Diskussion des
Heliumspektrums im Abschn. 8.3.1 wieder begegnen.

5.3.2 Allgemeiner Fall der Kopplung zweier Drehimpulse

Im allgemeinen Fall der Zusammensetzung zweier Drehimpulse und ihrer
Eigenfunktionen entwickelt man die Gesamtfunktion F' nach Produkten der
zu jedem Drehimpuls gehérenden Eigenfunktionen u und v. Dies ist solange
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erlaubt, als zwischen den Teilsystemen keine Kopplung herrscht, dann ist
namlich F' separierbar. Die Entwicklungskoeffizienten C' werden bei dieser
Reihendarstellung durch die Gesamtzahl aller Quantenzahlen charakterisiert.
Also schreibt man

—J1 —Js
Froman; = 3 Y Cog immo My Uy, iy Ul o (5.73)

m1:.]1 mg:.]g

wobei zum Beispiel die Eigenwertgleichungen erfiillt sind

lequ,ml = hm1UJ1,m1
JZZUJQ,’ITL2 - hm2vJ27m2
S Fy 05,0, = WM 3Fy 555,01, - (5.74)

Da stets fiir die z-Komponenten jz = jlz + jgz gilt, konnen wir eine der
Quantenzahlen eliminieren, etwa ms, sodass wir erhalten

jZF =hM;F = Z Z R(mq +m2)le,J2’J;ml’m2’MJ Uy, mi Vs, ms - (5.75)

mi1 Mma

Ersetzen wir hier auf der linken Seite F' durch die Summe in der Glei-
chung (5.73) und multiplizieren dann die resultierende Gleichung von links
mit ujlm,l vj%m/z und integrieren iiber alle Verénderlichen, welche die Eigen-
funktionen charakterisieren, so erhalten wir wegen der Orthonormiertheit der
Funktionen wj, »,, und vy, m, die Beziehung

! !
AM5Cy, gy, 0imy my iy, = My +m2)Cry gy 7omy my My s (5.76)

woraus folgt, dass

C-h,JmJ; mi,ma, My = 5m2, M.]*mchth,J; my,mz, My (5'77)

ist. Dadurch reduziert sich die Summe iiber ms in der Darstellung (5.73) fiir
F' in einen einzigen Term und die Koeffizienten C héngen dann nicht mehr
vom Parameter msy ab. Also finden wir anstelle (5.73) die Reihendarstellung

—J1
Fy gogm, = E CJy 0o, d3ma, My Wy ma Vi, My—my - (5.78)

m1:J1

Die Koeffizienten C'j, j,,7:m,, m, werden Clebsch-Gordan Koeffizienten ge-
nannt und lassen sich explizit berechnen, indem man die Operatoren J* und
J~ in geeigneter Weise auf die Summe (5.78) anwendet. Ohne Beweis wol-
len wir hier nur die allgemeine Formel angeben. Mit der Nebenbedingung
mo = Mj; — m; findet man
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Nl

Cy 7y v = V2T 1 (J1+Jo=N)(Jo2+J=J)!(J+J1—J2)!
1, J2,Jyma, My —

(J1i+J2+J+1)!
1
X [(J + MJ)'(J — MJ)'(J]_ + ml)'(Jl — ml)'(Jg + mg)'(Jg — m2)|] 2
J—M;y (—1)
X sz:o vI(Ji+Jo—J—v)1(J1—m1—v)(Ja+me—v)I(J—Ja+m1+v)(J—J1 —mo+v)! *

(5.79)
Dieser Ausdruck ist sehr lang und untibersichtlich, doch fiir kleine Werte von

J1 kann man sich zugénglichere Darstellungen verschaffen. Die einfachsten
Félle sind:

(1) J; = 0. Dann gibt es nur Koeffizienten fiir J = J, und m; = 0, ndmlich
Co,7,7;0, M, = 1, unabhéngig von J, M. (5.80)

(2) J1 = 3. Dann gibt es nicht verschwindende Koeffizienten fiir J = J + 3
und m; = :i:% und zwar

1 1
_ my = ——

2

my = 5
c |+ M+ Jo— Mj+ 5
Foladatgima, My = 2J5 + 1 2J5 + 1
c =M+ J2+Mj+ 3
3.J2,J2 —55ma, My = 2J5+ 1 2J5 + 1 : (5 81)

Ein Beispiel sind die in (5.70) in Tabellenform angegebenen Kombina-
tionen der Spin Eigenfunktionen zweier Teilchen. Dort ist Jo = % Ein
anderes, wichtiges Beispiel ist die Zusammensetzung von Spin und Bahn-
drehimpuls fiir ein Einzelteilchen mit Spin 3, sodass

1
§%y = 2h2><, S.x = :l:ihx (5.82)
ist.

Die Bahndrehimpuls Quantenzahl [ kann dagegen einen beliebigen ganz-
zahligen Wert [ = 0,1,2,3,... annehmen. Die Summe in der Darstellung fiir
die Gesamtfunktion F' (5.78) wird dann auf zwei Glieder reduziert. Die Funk-
tion F' trigt bei einem kugelsymmetrischen Potentialfeld V(r) als zusétz-
lichen ersten Index die Hauptquantenzahl n des betrachteten Zustandes. Also
erhalten wir

+}
Fn,%,l;j,mj = Z O%,l,j;'ms,nbjX%Jnsun,l,mj,ms
ma=—1
.. 1 ..
XLm, = X+ fir my = 3 XLm, = X— flir mg = —3

un,l,mjfms = le(r)y'lmj_m-s (9’ ¢) . (583)
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Um die Werte der Clebsch-Gordan Koeffizienten zu bestimmen, setzen wir

1
J1=S=§;m1=ms
Jo=1; mg=m; —my,
J=j;MJ:mj. (584)

Damit erhalten wir fiir j = [+ 3 mit Hilfe der Tabelle in (5.81)

1 1
l+m3+% 2 7nj—% l_mj+% 2 mj-‘r%
Fusiam = || o s e [ o e
(5.85)
und fir j =1 — % gilt
1 1
L—mi+317 et [l+mi+31717 s
Bt jm, = [2l+1 XY o XY | Baa()
(5.86)

Der einfachste Fall ist | = 0 (zum Beispiel der Grundzustand des H-
Atoms). Dann ist j = %, m; = i%. Es gibt dann nur den Fall j = [ + %,
da die Quantenzahl j nicht negativ sein kann. Also bekommen wir nur zwei
Zusténde, deren Wellenfunktionen man aus der Gleichung (5.85) gewinnt

011 =X4Y Rno, F =x_Y R.o0. (5.87)

50,553 50,53
Solange der Hamilton-Operator keine Spinabhéngigkeit enthélt, sind die bei-
den Zustande in (5.87) energetisch entartet. Eine energieméfBige Trennung
der beiden Niveaus tritt auf, wenn man etwa ein Magnetfeld anlegt, wie dies
beim anomalen Zeeman Effekt geschieht.
Der néchsteinfache Fall ist [ = 1 (etwa der erste angeregte Zustand des
H-Atoms). Dann ist entweder j = % oder j = % Fir j = % erhilt man aus
der Gleichung (5.85)

Fogagg = Xe YT Rogs Fupagog =x-Y1 Rua
2 0 1 1
Frgrgs = |Vt £ ax 0| fua
1o 2
Fogrg—3 = | 510 T3 Y0 Bua (5.88)

und im Fall j = 1 erhalten wir aus (5.86)

1 2
= | = YO_\/> B
[\/gX-‘,— 1 3X 1

2 _ 1
Fosig-4= l\/gxm e

le

3

=
T
ol
ol

Rn1. (5.89)
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Sobald eine Spin-Bahn Kopplung besteht, auf die wir im nichsten Kapitel zu
sprechen kommen, spaltet der angeregte Zustand in zwei Zusténde auf mit
] = % bzw. j = % (die sogenannte Feinstrukturaufspaltung). Der Zustand
mit j = % ist dann vierfach entartet (und hat das statistische Gewicht 4)
und der Zustand mit j = % ist zweifach entartet (und hat das statistische
Gewicht 2). Werden beide Zustidnde, etwa durch Einstrahlen einer elektro-
magnetischen Welle (mit breitem Frequenzband) bevolkert (d.h. es erfolgt
induzierte atomare Anregung), so verhalten sich die Intensitéiten des wieder
abgestrahlten Feinstruktur-Doublets wie 2 : 1 (durch spontane Emission). In
einem zusétzlichen Magnetfeld wird dann die Entartung aufgehoben und alle
sechs Zustédnde sind dann energetisch separiert.

Die allgemeinere Form der Funktionen (5.83) kann als Basis System Ver-
wendung finden, um die Spin-Bahn Wechselwirkungsenergien zu untersuchen,
bzw. die energetische Aufspaltung der Atomniveaus zu berechnen, wie dies

im néchsten Kapitel geschehen wird.

(3) Zum allgemeinen Fall der Zusammensetzung zweier beliebiger Drehimpul-
se J1 und Jo wollen wir noch folgende allgemeine Bemerkungen machen:

Ausgehend von den Eigenfunktionen wj, ,,, der Operatoren J 2 und jlz
und den Eigenfunktionen vy, ,,, der Operatoren j22 und jgz haben wir
jenen Hilbertschen Funktionen Raum betrachtet, der durch die Produkte
U gy ,my UJy,m, dargestellt wird. Diese Produktfunktionen sind zueinander or-
thonormal und fiir feste Werte von J; und Jo gibt es (2J; + 1)(2J2 + 1)
solche Funktionen, die auch die Dimension des entsprechenden Unter-(oder
Teil-)Raumes bestimmen. (Dies ist ganz analog zum Fall eines einzigen
Bahndrehimpulses i, wo bei festem Wert der Quantenzahl | die Funktionen
Y™ (0, ¢) einen Teilraum von 2[4+ 1 Dimensionen aufspannen.) Vom Produkt-
raum der Funktionen wv gingen wir dann zu neuen Funktionen F, j,.7.Mm,
mit Hilfe der Clebsch-Gordan Summe iiber. Diese Funktionen sind dann ge-
meinsame Eigenfunktionen von J Z, J 3, J2 und J, und bilden im gleichen
Teilraum eine neue, vollsténdige orthonormale Basis von Eigenfunktionen.
Daher miissen die Clebsch-Gordan Koeffizienten Cj, 1, 7,m,,m, eine unitire
Transformation definieren. Da bei festem J; und Jo die magnetischen Quan-
tenzahlen m; und msy die maximalen Werte J; und Jy haben, ist der ma-
ximale Wert von M; = J; + Jo und dies ist auch Jy,.«x. Ebenso findet man
Jmin = |J1 — Ja|. Schliellich gibt es zu vorgegebenem J , 2J + 1 Werte von
M, sodass fiir die Dimension des Unterraumes gelten mufl

Ji+J2
Y @I+ =L+ 1)2L+1). (5.90)
J=|J1—J3|

Aus diesen Uberlegungen folgt auch, dass fir J = J; +Jy und My = J; + Jo
die Clebsch-Gordan Summe nur den Term mit m; = J; haben kann und
wenn F' normiert sein soll, muf}
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Fr g tda,on+d, = WUgy, 1 VT2, Jz CJl,J2-,J1+J27J1+J2 =1 (5'91)

gelten. Von diesem Resultat ausgehend, kann man auch durch geeignete An-
wendung der Operatoren J* und J~ alle anderen Clebsch-Gordan Koeffizien-
ten und damit auch die Funktionen F, 7, jas, finden. Dies kann in &hnlicher
Weise erfolgen, wie bei der Anwendung der Leiteroperatoren in Abschn. 5.1.2
und beim harmonischen Oszillator in Abschn. 3.3.4.

Oft enthalten die Wechselwirkungsoperatoren Skalarprodukte aus Dreh-
impulsvektoren. Die Funktionen Fl, j, s, haben die Eigenschaft, auch
Eigenfunktionen dieser Skalarprodukte zu sein. Wenn J 1 und J 5 mit ein-
ander kommutieren, gilt wegen J=J,+J,

N N 1 - ~ ~

(J1-do) = 5(J* = TP = J3) (5.92)
und entsprechend

A oA 1 - ~ ~

(J-du) = (T2 + 3¢ =)

.. 1 . . .

(J.Jg::§(J2-JE+-J§y (5.93)

Damit ergeben sich dann die Relationen

L 72
(J1-J2)Ey gy 0m, = 5[J(J +1) = Ji(J1 + 1) = Jo(Jo + )] Fy, gy,
L 72
(J-JV)F gy, = 5[J(J + 1)+ Ji(J1 + 1) = Jo(Jo + )] Fy, gy.0.0,
o 72
(J - J2)Ep gy 0m, = g[J(J +1) = Ji(J1 + 1) + Jo(Jo + V)] Fy, gy 005 -

(5.94)

Die Zusammensetzung von mehr als zwei Drehimpulsen zu einem resultieren-
den Gesamtdrehimpuls ldsst sich im Prinzip mit derselben Methode vorneh-
men. Man setzt zunéchst zwei Drehimpulse zusammen, fiigt dann den dritten
hinzu und so fort. Es stellt sich jedoch heraus, dass bei nichtverschwindender
Kopplungsenergie die Reihenfolge der Zusammensetzung der Drehimpulse
das Resultat der Kopplung beeinflusst.

So wird man bei schwacher Spin-Bahn Kopplung zunéchst alle Spins des
Systems zum Gesamtspin S und alle Bahndrehimpulse zum Gesamtbahndreh-
impuls L zusammensetzen und so den Gesamtdrehimpuls des Atoms

J=L+S8 (5.95)

erhalten. Fiir den Grenzfall vernachliassigbar kleiner Spin-Bahn Kopplung,
die sogenannte Russel-Saunders Kopplung, sind dann aufler J und M ; auch
L, My, und S, Mg sogenannte gute Quantenzahlen, worunter man versteht,
dass gilt



126 5 Algebraische Theorie des Drehimpulses

J2F =h2J(J+1)F, L°F=hL(L+1)F, S*F =r2S(S+1)F
J,F =hM,;F, L,F =hkM_F, S,F =hMgF, (5.96)

wo F' die entsprechende Zustandsfunktion des Gesamtsystems darstellt.

Der andere Extremfall ist jener der starken Spin-Bahn Kopplung fiir das
Einzelteilchen und einer schwachen Wechselwirkung der Gesamtdrehimpulse
der Einzelteilchen untereinander. Dies ist die sogenannte j — j -Kopplung.
Dann gilt

li+8=3;,, i=1,2,...N, (5.97)

wo N die gesamte Teilchenzahl und

N
J=> ji. (5.98)

Zusammen mit J und M; sind dann im Grenzfall der verschwindenden Wech-
selwirkung zwischen den ji—Vektoren die j; und m;(;) gute Quantenzahlen,
d.h. es gelten die entsprechenden Eigenwert Gleichungen fiir die gesamte Zu-
standsfunktion F'.

Um in den beiden diskutierten Fillen die Eigenfunktionen des Gesamt-
systems zu erhalten, wird man sinnvollerweise die Drehimpulse in der Reihen-
folge der Kopplungsstérke miteinander koppeln. Das Problem der Auffindung
der Energie-Eigenwerte und Eigenfunktionen in einem komplizierten atoma-
ren oder nuklearen System ist oft mit erheblicher Rechenarbeit verbunden.
Wir betrachten daher zur Erliuterung im folgenden Unterabschnitt und im
nichsten Kapitel iiber Naherungsverfahren zwei einfache Anwendungen aus
der Atomphysik.

5.4 Das magnetische Moment der Atome

Dem Experiment von Otto Stern und Walther Gerlach von 1921 (Verglei-
che Abb. 5.2) lagen zwei aus der klassischen Mechanik und Elektrodynamik
bekannte Beziehungen zugrunde:

(1) Wenn ein Teilchen (etwa ein Elektron) mit der Masse m und der Ladung
—e sich auf einer geschlossenen Bahn bewegt, so besitzt es sowohl einen
Drehimpuls 1 als auch ein magnetisches Moment p., welche miteinander
in folgendem Zusammenhang stehen (Siehe Aufgabe 5.5)

e
=, 5.99
I Yo (5.99)

wobei der Proportionalititsfaktor —5°— das gyromagnetische Verhéltnis

genannt wird und das negative Vorzeichen auf die entgegengesetzte Orien-
tierung von p. und I (jedenfalls beim Elektron) hinweist.
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Inhomogenes Magnetfeld

Abb. 5.2. Das Stern-Gerlach Experiment

(2) Auf ein magnetisches Moment g {ibt ein homogenes Magnetfeld B nur
ein Drehmoment aus, doch ein inhomogenes B-Feld fiihrt auf eine Kraft,
die gegeben ist durch den Ausdruck (Siehe Aufgabe 5.6.)

F=(u-V)B. (5.100)

In der experimentellen Anordnung von Stern und Gerlach wurde die In-
homogenitét des B-Feldes durch geeignete Form der Magnetpole erzielt.
Die Resultate des Experiments (mit Hg-Atomen) haben die Existenz des
magnetischen Moments der Atome und die Quantisierung des Drehim-
pulses nach der Bohrschen Theorie, wonach L, = mh ist (=1 < m < +I),
bestiitigt, allerdings nicht in vollkommener Ubereinstimmung.

Die Beziehung (5.99) wird als Operatorgleichung in die Quantenmechanik
itbernommen. Zu diesem magnetischen Moment der Bahnbewegung muf} in
der Quantentheorie noch das mit dem Elektronenspin § verbundene magne-
tische Moment fi, hinzugefiigt werden, wobei gilt

fs=——35. (5.101)
me

In diesem Fall ist das gyromagnetische Verhéltnis um den Faktor 2 gréfier als
jenes der Bahnbewegung und wird daher hiufig als das anomale gyromagne-
tische Verhiltnis des Elektrons bezeichnet. Dieser Wert steht in Ubereinstim-
mung mit der Erfahrung, zum Beispiel mit dem Stern-Gerlach Experiment
(1922) und dem Experiment von Goudsmit und Uhlenbeck (1926) tiber den
anomalen Zeeman Effekt. Damit hat in der Quantenmechanik ein einzelnes
Elektron im Atom das magnetische Dipolmoment

e
= [+ iy = ——— (1 +25). 102
A= fi+f 2mC(+S) (5.102)
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Da das magnetische Moment g stets nur durch Wechselwirkung mit einem
Magnetfeld B gemessen werden kann und diese Wechselwirkung proportional
[i- B ist, geniigt es, da B in z-Richtung orientiert gewéhlt werden kann, nur
die Eigenwerte und Eigenfunktionen der z-Komponente des magnetischen
Dipolmoments zu bestimmen. Wenn wir daher den Operator i, auf das Pro-
dukt von Bahndrehimpuls- und Spinfunktionen Y;™(0,¢)x,,. anwenden, so
erhalten wir

Y X, = =5 (L 280V "Xy, = =i (m +2m )Y,y o (5.103)

WO Up = 2‘;70 = 9,27 x 1072! erg oersted™! das Bohrsche Magneton ist.

Damit sind die Funktionen Y;™y,, die Eigenfunktionen des Operators p,
mit den Eigenwerten —pg(m + 2m5). Da die magnetische Bahn-Quantenzahl
m nur ganzzahlige Werte und die magnetische Spin-Quantenzahl mg nur die
Werte i% annehmen kann, sind die Eigenwerte von i, ganzzahlige Vielfache
des Bohrschen Magnetons.

Fiir Elektronen im Atomverband ist jedoch in Abwesenheit duflerer Mo-
mente nur der Gesamtdrehimpuls j eine Konstante der Bewegung, d.h. der
Zustand der Elektronen wird durch die entsprechenden Drehimpuls Eigen-
funktionen F 1 Ljm; (5.83), die wir im vorangehenden Abschnitt angege-
ben haben, beschrieben. Diese Funktionen sind aber eine Linearkombina-
tion der Eigenfunktionen Y™y, und Y/""'1 X_ von f, mit den Eigenwerten
—pg(m+1), bzw. —pugm und kénnen daher keine Eigenfunktionen des magne-
tischen Momentes sein. Daher bleibt in den Zustédnden F 1L m; der Wert
von fi, unbestimmt.

Wir konnen aber den Erwartungswert des magnetischen Momentes fi, im
Elektronenzustand F1 ;. ; ,, berechnen und erhalten wegen der Orthonor-

miertheit von Y™y, und ¥;"*'y_ mit m; = m + 3

~ € «
</’[’Z> = - // F%,l;j,mj (lz +2SZ)F%,l;j,mjd3de

2mc
= _NBHC%,Z,j;Jr%,mj |2(m + 1) + |C%,lyj§*%1mj |2m] (5104)

und wenn wir hier fiir die Clebsch-Gordan Koeffizienten, die in (5.81) ange-
gebenen Werte einsetzen, so folgt

o d+n@m+y 1
. (2m+1) 1
(i) = *HBW, Jj=1- 9 (5.105)

Beide Formeln fiir (ji,) lassen sich zusammenfassen, wenn wir den Landéschen
g1, Faktor einfiihren, der durch folgenden Ausdruck definiert ist

JjG+1) -1l +1)+3
25(G +1)

gL =1+ (5.106)
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und der die Werte annimmt

_2A4y L
L=y 1Ty
2l 1
=gy [-3 (5.107)

Der Erwartungswert der z-Komponente des magnetischen Momentes eines
Elektrons im Atom kann dann durch folgende einfache Formel dargestellt

werden 1
(i) = —pg gum;, mj=m+ . (5.108)

Der Landé Faktor gr, hat eine einfache, geometrisch anschauliche Bedeutung.
Wegen der magnetomechanischen Anomalie des Elektrons liegen klassisch
gesehen die Vektoren fi des magnetischen Gesamtmoments und j des Ge-
samtdrehimpulses nicht in einer Geraden, vielmehr préizediert & um den kon-
stanten Vektor j. Daher trégt im Mittel nur die Komponente fi; in Richtung
antiparallel zu 7 zur Messung des magnetischen Momentes bei. Wir schreiben
dafiir e ..

1; = — Gj 5.109

IJ‘] ch J ( )
und betrachten dies auch als die entsprechende quantenmechanische Opera-
torbeziehung. Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Projektionsoperators

G bestimmen wir aus der Bedingung g j = [i; j oder (j +8) j = éj2

Da das Operatorprodukt & - 7 kommutativ ist, kénnen wir wie in (5.92) auch
schreiben § -3 = $(j 2+ §2 —1?). Da aber die Funktionen F1 1 j.m, sowohl
Eigenfunktionen von j 2 als auch von 12 und §2 sind, gilt mit Hilfe der zu
(5.96) analogen Beziehungen

1

)
J +2

(j2+§2_l2) F%,l;j,mj

. . 1 s ;
=[0G+ D)+ 50+ D) +s(s+ 1) = 10+ DHF 1jm,
:GA.7A.2F%7l;j7mj :Gh2j(j+1)F%7l;j7mj7 (5110)

woraus wir fiir den Projektionsoperator G auf die Eigenwertgleichung schlie-
Ben

i(G+1)+3—1(+1
Fll'jm-ng:1+j(] )..4 ( )a
s 2j(j +1)

GFy i jom, =9LF (5.111)
wonach der Landé Faktor g;, den Eigenwert des Projektionsoperators G zu
den Eigenfunktionen Fy ;. ; ,,, bestimmt. Fiir einen dieser Zusténde ist dann

der Erwartungswert fiir die z-Komponente von fi; gegeben durch

(i) = —ppgum; = (iLz) (5.112)

und dies ist in Ubereinstimmung mit (5.108).
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Fiir Atome mit vielen Elektronen gilt die sogenannte Hundsche Regel,
wonach die bereits genannte Russel-Saunders Kopplung vorherrscht. Dabei
addieren sich die Bahndrehimpulse aller Elektronen im Atom und analog alle
ihre Spins zum entsprechenden Gesamtbahndrehimpuls L und Gesamtspin
S, soweit dies mit dem Pauli-Prinzip (Vgl. Kapitel 8.2) vertriiglich ist. Der
Gesamtdrehimpuls J = L+ S des Atoms ist dann eine Konstante der Bewe-
gung und es gilt fiir das magnetische Moment

J(J+1)+S(S+1)—L(L+1)
2J(J+1) '

(f.)=—ppgLMy, gu=1+ (5.113)

Dieses Resultat beschreibt den Paramagnetismus der Atome, der den Diama-
gnetismus bei weitem iibertrifft.

Ubungsaufgaben

5.1. Betrachte ein idealisiertes Stern-Gerlach Experiment bei dem genau die
Hilfte aller Atome im Zustand y, bzw. x_ registriert werden. Wenn nun
einer der beiden aus dem inhomogenen Magnetfeld austretenden Atomstrah-
len ohne vorherige Messungen durch ein um den Winkel ¢ = 7 gegeniiber
dem ersten Magnetfeld verdrehtes Feld hindurchgelassen wird, was wird das
Resultat dieses Experimentes sein ?

5.2. Betrachte die Zusammensetzung dreier Spins § (), §®) und §©®) zum
Gesamtspin § = §() 4+ §@ 4+ §3) bei fehlender Kopplung der zugehdrigen
magnetischen Momente. Die Spinquantenzahlen seien jeweils % Es sollen nur
die Spinfunktionen und Eigenwerte des Gesamtsystems aufgesucht werden.
Man geht ganz dhnlich vor, wie bei der Addition zweier Spins in (5.70), doch
ergibt sich eine viel groflere Kombinationsvielfalt. Mit den Spinfunktionen
X(il), 1 =1, 2, 3 liefert die etwas mithsame Rechnung folgende Tabelle. Dabei

verwenden wir die Abkiirzung xi) = i fiir die Spinfunktionen

X S S,
1,2,3, Lpz 3p
373[142:3- +142.3, +1-2,.3,]  Lr2 lp
373[1-243_+1.2.3, +1,2.3] Lr2 —In
1.2_3_ Ln? —2h
6-2[2(1-2434) — 142,33 —1,2.3,] 32 ln
673[1-243_ +1-2.3; —2(1;2-3.)] 3n2 —In
1
272[1,2,3_ — 1,2 3,] 3h? ih
_1
273[1.2,3_ —1.2_3,] 3p2 —1in

(5.114)
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5.3. Berechne explizit die Matrixdarstellungen fiir den Spin S = % Die Rech-

nung verliuft ganz dhnlich wie fiir den Spin s = % in (5.34) und wir erhalten

0 V3 0 0 0 —iv3 0 0
& 1, V3 0 2 0| & 4 |13 0 =2 0
Sz = 3h 0 2 0 V3 Sy = zh 0 2 0 —-iv3
0 0 V3 0 0 0 W3 0
300 0 1000
5 1,101 0 0 42 1552|0100
S==3ho0 -1 0 ST=T 10010
00 0 -3 0001

Damit kénnen dann auch die Matrixdarstellungen der Hebungs- und Sen-
kungsoperatoren S(t) und S(=) gefunden werden.

5.4. Berechne in #hnlicher Weise die Matrixdarstellungen fiir den Spin S = 1.
Man findet

010] 0 —i 0
S,="l101| S, =i 0 —i
z 2 Y 2

f'01q 2o i 0

) 1007 100
S.=hl00 0 S2=2r21010
00 —1 001

5.5. Berechne mit Hilfe der Eigenfunktionen Y;™(6, ¢) des Bahndrehimpul-
ses | und der Eigenfunktionen y, des Spins § durch geeignete Linearkom-
bination die Eigenfunktionen des Gesamtdrehimpulses _f = [ + $ ohne die
Verwendung der Clebsch-Gordan Koeffizienten. Nennt man F' die Eigenfunk-
tionen des Gesamtdrehimpulses, so geniigen diese der Gleichung j 2F = h?pF.
Die Eigenfunktionen F' miissen als Funktionen der Ortskoordinaten und der
Spinkoordinaten angesetzt werden, dh. F' = F(x)x, + F_(x)x_. Fiihrt
man dies in die Eigenwertgleichung ein und beachtet, dass 52 =12+ %hZ +
h(fzoz + Zyay + ZAZO'Z) ist, so ergibt sich ein lineares Gleichungssystem fiir
die Funktionen F und F_. Fiir diese setzt man an F, = C1Y;/™(0,$) und
F_ = C_Y""! (0, ) und findet aus dem Gleichungssystem fiir Fiy. ein homo-
genes Gleichungssystem fiir C; und C_, das nur eine Losung hat, wenn die
Determinate der Koeffizienten verschwindet. Dies ergibt fiir den Parameter
B die beiden Losungen 8 = j(j +1) mit j =1 + % und j =1 — % Mit der
Normierung der Eigenfunktionen, sodass C'JQr +C? =1 ist, findet man fiir die
Funktionen F' die gleichen Ergebnisse, die in (5.85,5.86) angegeben wurden.

5.6. In der klassischen Elektrodynamik wird gezeigt, dass ein konstanter elek-
trischer Strom I, der in einer ebenen geschlossenen Leiterschleife der Fliache
F = %f(r x ds) fliefit, ein magnetisches Moment m = %F erzeugt. Leite
aus dieser Beziehung das gyromagnetische Verhéltnis ab. Setzt man in der
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Gleichung fiir F', ds = wdt und dividiert dann noch durch m, so ist mit
dg = Idt und p = mv die Formel fiir das gyromagnetische Verhiltnis leicht
berechenbar.

5.7. Definiert man die potentielle Energie eines magnetischen Momentes gt
in einem vorgegebenen Magnetfeld B(x) durch W (x) = —p - B(x), so zeige
man, dass die Kraft FF = —VW fiir ein homogenes Magnetfeld verschwindet,
doch fiir ein schwach inhomogenes B-Feld durch (5.100) gegeben ist. Dazu
setzt man B(x) = B(0) + - VB + - -+ und kann dann (5.100) berechnen.

5.8. Ein Elektron bewegt sich in der (z,y)-Ebene unter der Einwirkung eines
konstanten, homogenen Magnetfeldes B, das in der z-Richtung orientiert
ist. Stelle in ebenen Polarkoordinaten (p, ¢) die zeitunabhéngige Schrédinger
Gleichung auf und 16se diese. Da B = rotA ist und B, = B, = 0, wéhrend

B, = B ist, wiahlt man A, = fo VA = 7“3 und A, =0. Dann ist wegen

V-A=0,(A-Vu(p,¢) = Ba"é’;‘b) und A% = T,o und daher lautet gemaf
(7.11) die Schrédinger Gleichung

Ou(p ¢) 2 2 2m
2th 90 h22B ulp, @)+ 7

Au(p, ¢) — 2

Eu(p,¢)=0. (5.115)

Diese kann ersichtlich durch den Ansatz u(p, ¢) = R(p)e!™? auf eine radiale
Schrodinger Gleichung reduziert werden. Die radiale Gleichung hat dieselbe
Struktur, wie jene des harmonischen Oszillators in der Ebene, die in Auf-
gabe 3.9 zu l6sen war.
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6.1 Einleitende Ubersicht

Bisher haben wir nur elementare quantenmechanische Systeme behandelt,
die Idealisierungen realer Systeme darstellten und exakte Losungen zulie-
Ben. Die Zahl der exakt l6sbaren Probleme ist aber sehr gering, hingegen ist
die Zahl der quantenmechanischen Problemstellungen bei realen physikali-
schen Systemen auflerordentlich grofi und diese lassen daher im allgemeinen
nur Nidherungslosungen zu. In vielen Féllen weichen jedoch die realen Sy-
steme von bekannten, idealisierten Systemen, die exakte Losungen zulassen,
nur geringfiigig ab. In diesen Féllen konnen fiir die Losung der realen Pro-
bleme, dhnlich wie in der Himmelsmechanik, Ndherungsverfahren angegeben
werden. Von den bekannten Naherungsmethoden sollen hier nur die beiden
wichtigsten besprochen werden.

(1) Wir behandeln zunéchst die zeitunabhiingige Storungstheorie, die auch
Rayleigh-Schrodinger Methode genannt wird. Bei dieser wird angenom-
men, dass der Hamilton-Operator ﬁ des wahren Systems in folgender
Form geschrieben werden kann H=Hy+W, wo der Hamilton-Operator
Hy ein exakt 1sbares System beschreibt und W im Vergleich dazu nur
einen kleinen, zeitunabhéngigen Stéroperator darstellt, der zum Beispiel
die Wechselwirkung mit einem anderen System beschreibt. Die Abwei-
chungen der Energie Eigenwerte und der Eigenfunktionen des durch H
beschriebenen realen Systems von jenen des idealen Ausgangssystem H,
werden dann auf iterativem Wege bestimmt. Ein etwas anderes Verfahren,
die Variationsmethode, gestattet insbesondere die Energie des Grundzu-
standes eines Systems gendhert zu bestimmen.

(2) Mit der zeitabhiingigen Stérungstheorie, die auch die Diracsche Methode
der Variation der Konstanten genannt wird, behandelt man die Losung
von Problemen, bei denen der Stéroperator W (t) explizit von der Zeit
abhingt und dessen Wirkung zu quantenmechanischen Ubergéingen des
Systems zwischen einem stationéren Ausgangszustand v, zu einem eben-
solchen Endzustand ¢, von Hy fiihrt, wenn der Operator W(t) wahrend
einer bestimmten Zeit T" wirksam ist. Hier wird die Wahrscheinlichkeit
eines solchen Ubergangs iterativ berechnet.
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6.2 Zeitunabhingige Storungstheorie

Der Hamilton-Operator unseres Systems sei
H=Hy+W, (6.1)

wo Hj jenen Hauptteil des Operators darstellt, fiir den wir die Losungen der
Schrodinger Gleichung R

Hou = EQuj) (6.2)
kennen, d.h. die Energie Eigenwerte E? und die Eigenfunktionen w2, und

W sei die im Verhéltnis zu Hy kleine Storung. Die zu lésende Schrodinger
Gleichung hat daher die Form

Hu=(Hy+W)u=FEu. (6.3)

Da nach Voraussetzung W im Vergleich zu Hy Klein sein soll, kénnen wir
erwarten, dass sich die Energie Eigenwerte £ nur wenig von den Eigenwerten
E,g des ungestorten Operators Hy unterscheiden werden. Daher setzen wir

E=E)+w, (6.4)

wo w die infolge der Storung entstehende, im Vergleich zu E,g kleine Ener-
gieinderung bezeichnet. Von der zum Eigenwert E gehorenden Eigenfunk-
tion u setzen wir ebenfalls voraus, dass sich diese nur wenig von der zum
ungestorten Eigenwert EY gehérenden Eigenfunktion uf unterscheiden wird.
Hier miissen wir jedoch zwischen zwei Féllen unterscheiden, je nachdem ob

(1) der ungestorte Eigenwert E,g ein einfacher Eigenwert ist, d.h. zu diesem
nur eine einzige Eigenfunktion ug gehort, also E,?, nicht entartet ist, oder
ob

(2) es sich um einen entarteten Eigenwert handelt zu dem mehrere Eigen-
funktionen ug, ufy, ..., uy, gehoren.

6.2.1 Der nicht-entartete Fall

Zunichst befassen wir uns mit dem Fall, bei dem der Eigenwert E,g nicht
entartet ist. Dann wird sich « von ug nur durch eine kleine Korrektur v
unterscheiden und wir kénnen daher setzen

u=up+v. (6.5)

Fithren wir nun die Ansétze (6.4,6.5) fiir F und u in die Schrodinger Glei-
chung (6.3) des Gesamtsystems ein und beachten wir, dass ug die Eigenfunk-
tionen des ungestorten Operators H, sind, so erhalten wir die Gleichung

Hov +Waul) + Wo = EQv +wu) + wv. (6.6)
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Jetzt entwickeln wir die korrigierende Funktion v nach dem als bekannt vor-
ausgesetzten vollstindigen System von Eigenfunktionen u% des ungestorten
Problems, also

v= Z anul (6.7)

und setzen dies in die Gleichung (6.6) ein. Dies liefert unter Beachtung der
Eigenwertgleichung (6.2) die folgende Beziehung

Z an B2l + Wug + Z anW ud
= wud + (EY 4+ w) Z anud . (6.8)

n

Wird nun diese Gleichung von links mit ug* multipliziert und iiber den ganzen
Raum integriert, so ergibt sich, wenn die Eigenfunktionen ug normiert sind,
die folgende Gleichung

Wik + Z anWin = (1 + ak)w7 (69)

n

wobei wir die Matrixelemente des Stéroperators in der Basis der ug eingefiihrt
haben, ndmlich

Wi, = /uZ*Wu%d?’x. (6.10)

Damit sind wir in der Lage, die Energiekorrektur w durch die Matrixele-
mente des Stéroperators W und durch die Koeffizienten a,, der Reihenent-
wicklung von v auszudriicken. Fiihren wir anstelle der Koeffizienten a,, die
neuen Grofien

a’TL
bn = 1 . (6.11)
ein, dann ergibt sich fiir die Energiekorrektur
/
w=Wik+ Y Winbn, (6.12)

wobei der Strich (") iiber dem Summenzeichen bedeutet, dass in der Summe
das Glied mit n = k auszuschlieflen ist, da wir im urspriinglichen Ausdruck
(6.9)
Wik L
14 ag 14 ag
erhalten. Auf diese Weise haben wir die Bestimmung der Energiekorrektur
w auf die Berechnung der Koeffizienten a,,, oder, was dasselbe bedeutet, auf
die Berechnung der Eigenfunktions-Korrektur v zuriickgefiihrt.
Zur Berechnung der Koeffizienten a,, multiplizieren wir jetzt die obige
Gleichung (6.8) mit u% (m # k) und integrieren {iber den ganzen Raum.
Dies liefert

Wik = Wi (6.13)
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am B + Wik + D anWinn = (Bf + 0)ay, . (6.14)
Nun dividieren wir diese Gleichung durch 1 + ay, fassen wiederum aus der
Summe iiber n das Glied mit n = k mit dem Glied W,,,;, zusammen und lésen

die Gleichung nach b,,, = li”;k auf. Wir erhalten dann
mk
b, = by, . 6.15
EY — EY, +w+ZE0 E0+w (6.15)

Diese Gleichung fiir die Koeffizienten b, 1isst sich nun leicht mit der Methode
der sukzessiven Approximationen losen. Beim ersten Schritt dieses Verfahrens
setzen wir auf der rechten Seite dieser Gleichung b,, = 0. Dies liefert die nullte
N#herung und wir erhalten so fiir die Koeffizienten b,,, die erste Niherung

Wink
1) m
= BB v (6.16)

Im zweiten Schritt setzen wir diese Naherung fiir b,, auf der rechten Seite von
(6.15) ein und finden so fiir die Koeffizienten b,, den Ausdruck fiir die zweite
Néherung

+ Z Wmank
EY E0+w (EY — ES +w)(EY — E +w)

b2 = (6.17)

Diese Vorgangsweise konnen wir beliebig oft wiederholen und erhalten so fiir
die Koeffizienten b,, eine Formel in der Form einer unendlichen Reihe

i li
b =)+ 4> (6.18)
n n,l

Wenn wir diesen Ausdruck fiir die b,, in die bereits gefundene Gleichung
(6.12) fiir die Energiekorrektur einsetzen, so erhalten wir fiir w die folgende
transzendente Gleichung

/
Wk m Wm k

w=T(w) = Wkk+zm+.... (6.19)

Hier haben wir zu beachten, dass bisher keinerlei Ndherung angewandt wurde.
Wir wiren also durch Losung der transzendenten Gleichung (6.19) in der
Lage, die exakte Energiekorrektur w, bzw. die exakten Energie Eigenwerte F
der Ausgangsgleichung (6.3) zu erhalten. Im Falle einer kleinen Stérung W
kann man jedoch die auf der rechten Seite der Gleichung (6.12) fiir w stehende
unendliche Reihe in guter Ndherung durch die ersten Glieder dieser Reihe
approximieren. Das N-te Glied dieser Reihe enthélt ndmlich die Produkte
von N zur Stérung 1474 proportionalen Matrixelementen Wy, und ist somit
fiir groflere Werte von N sehr klein.
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In erster Ndherung betrachten wir nur das erste Glied in der Reihe (6.12)
fiir w und erhalten damit fiir die Stérungsenergie 1. Ordnung

= Wii = /u%*Wu%d%’. (6.20)

In erster Naherung ist also die Energie Korrektur der quantenmechanische
Mittelwert der Storung W, bezogen auf den ungestérten Zustand uf. In der
zweiten Nidherung behalten wir in der Reihe (6.12) fiir w auch noch das
zweite Glied, wobei wir hier im Nenner die Korrektur w gegeniiber Eg - EY
vernachléssigen kénnen und finden so fiir die Stérungsenergie 2. Ordnung

W m m
= Wi + Z . : (6.21)

Da der Storoperator W hermitesch sein muss, damit w reell ist, gilt Wi =
Wy .- Berechnet man die Energiedifferenz zweier aufeinanderfolgender Nive-
aus des gestérten Systems, so stellt sich heraus, dass |AEy| > |AEY| ist und
dies rithrt vom zweiten Term in der Stérungsenergie ws her. Man spricht da-
her in diesem Zusammenhang von der gegenseitigen Abstoflung der Energie
Niveaus des gestorten Systems. Die Formel fiir wsy ist jedoch nur so lange
brauchbar, als die Energiedifferenzen |EY) — E9, | ausreichend gro gegeniiber
den Korrekturen |Wp,,|? sind. Dies bedeutet, dass nur im Bereich stark ge-
bundener Zustdnde mit ausreichend grofien Absténden der Energieniveaus,
die Formel fiir wo anwendbar ist.

Als néchstes betrachten wir (6.7), die Korrektur v fiir die Eigenfunktionen
und beriicksichtigen in erster Ndherung nur das erste Glied in der Reihe (6.15)
fiir b,, und setzen gleichzeitig im Nenner die Energiekorrektur w = 0. Dies
ergibt

ka
- EY,
Wegen der Definition (6.11) von by, ist @y, = (14 ax )by, womit die Korrektur
fiir die Eigenfunktionen lautet

by = (6.22)

!
v = Z amul, = apul + (14 ay,) meugn . (6.23)

Wenn wir in diese Gleichung die gefundene Niherung (6.22) fiir die Koeffi-
zienten b,,, einsetzen, so erhalten wir fiir die gestérte Eigenfunktion u = ul+wv
in erster Ndherung

/
Wi,
u=(14ag) |ul + E ﬁu; . (6.24)
m k m

Der numerische Faktor (1+ay) in dieser Gleichung lésst sich aus der Normie-
rungsbedingung (u, u) = 1 fiir die gestorte Energie Eigenfunktion bestimmen.
Wenn wir uns mit nicht-normierten Eigenfunktionen begniigen, dann kann
ar, = 0 gesetzt werden.
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6.2.2 Der entartete Fall

Als néichstes behandeln wir den Fall, bei welchem die Energie Eigenwerte E
entartet sind. Dies bedeutet, dass zu einem Eigenwert Ef des ungestorten
Systems eine Anzahl f voneinander linear unabhéingiger Eigenfunktionen

0 0 0 0
Upy s Ugg ) U3y - -+ uk}f (625)

gehoren und wir zu untersuchen haben, welche Linearkombinationen dieser
Eigenfunktionen die nullte Naherung fiir die Eigenfunktionen fiir das gestorte
Problem mit dem Hamilton-Operator (6.1) sein werden. Jedenfalls haben wir
jetzt anstelle des Ansatzes (6.5), der im vorangehenden Abschnitt gemacht
wurde, den neuen Ansatz zu verwenden

u= Z Calll , + v, (6.26)

wo die Koeffizienten ¢, vorliufig noch unbekannt sind. Durch Einsetzen diese
Ansatzes in die Schrédinger Gleichung des Gesamtsystems (6.3) erhalten wir
unter Beachtung der Eigenwertgleichung (6.2)

/ /
Hyv + anWuga +Wo = E,ngercauga +wv. (6.27)

a=1 a=1

Der Einfachheit wegen werden wir hier nur die Energiekorrektur w in der
ersten Nédherung der Storungsrechnung auffinden. Wir bestimmen also aus-
schliefllich die Storungskorrektur 1. Ordnung fiir die Energie. Dann kénnen
wir in der Gleichung (6.27) die Terme Wv und wv als kleine Korrekturen
von der zweiten Ordnung weglassen. Die restliche Gleichung multiplizieren
wir von links mit einer der entarteten Eigenfunktionen ugz und integrie-
ren iiber den ganzen Raum. Dies liefert unter Verwendung der abgekiirzten
Schreibweise fiir Skalarprodukte (2.67) die Gleichung

f f
(U267H0'U) + an(ugﬁ,Wuga) Ek ukﬁ7 Z Uk67uka . (628)

a=1 a=1

Wenn wir in dieser Gleichung auf beiden Seiten wieder den Ansatz fiir die
Korrektur der Eigenfunktionen (6.7) in der Form v =3 an4ul, machen

und annehmen, dass auch die entarteten Eigenfunktionen u0 ., zueinander
orthogonal sind, und zwar im folgenden Sinne
(ugﬁvu% ) /ukﬁu d xr = 5k ndﬁ sy (629)

dann heben sich in der Gleichung (6.28) auf beiden Seiten die ersten Terme
gegenseitig weg und es bleibt unter Einfiihrung der Matrixelemente
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Wit = / uly Wl &z (6.30)
die folgende Gleichung iibrig
f
ST W —wiga)ea =0. (6.31)
a=1

Dies ist fiir die unbekannten Koeffizienten ¢, ein homogenes lineares Glei-
chungssystem. Als Bedingung dafiir, dass eine Losung existiert, muss die
Determinante der Koeffizienten des Gleichungssystems verschwinden, also

det (W) — wdsa] = 0. (6.32)

Dies liefert fiir die Energiekorrekturen w eine Gleichung f-ten Grades,
welche die Sekulargleichung genannt wird. Die Wurzeln dieser Gleichung
w1, wa, ..., ws geben dann die Korrekturen des Energie Eigenwerts EY an.
Wenn alle f Wurzeln voneinander verschieden sind, wird durch die Stérung
W die Entartung des Energie Eigenwertes Eg des ungestorten Systems voll-
kommen aufgehoben. Ansonsten findet nur eine teilweise Aufhebung der Ent-
artung statt. Da die Matrixelemente Wé’g nach Voraussetzung klein sind,
werden auch die Wurzeln der Sekulargleichung, w;, klein sein im Verhéalt-
nis zum ungestoérten Energie Eigenwert E,g, denn die w; werden als Losungen

von (6.32) durch Produkte von Matrixelementen Wﬁ(k) dargestellt sein. Daher

a
wird der ungestorte und entartete Energie Eigenwert EY infolge der Stérung
in eine Reihe eng benachbarter Energieniveaus aufgespalten werden

EP =E) 4w, i=1,2,....f. (6.33)

Wenn nicht alle w; voneinander verschieden sind, so findet nur eine teilweise
Aufspaltung statt.

Wie wir aus der Matrixalgebra in Abschn. 4.1 wissen, gehort zu jedem
Wert w; der Energie Korrekturen ein Losungssystem der Koeffizienten cg ).
Mit diesen Werten der Koeflizienten cgf) wird es moglich, das erste Glied in
unserem Ansatz fiir die gestorte Eigenfunktion u, (6.26), d.h. die zum betref-
fenden Energie Eigenwert E,(Ci) gehorende Eigenfunktion in nullter Ndherung

anzugeben, ndmlich

f
ug) = Z Dy o (6.34)

a=1
Geméifl unseren Ausfithrungen iiber die Matrixformulierung der Quanten-
mechanik bedeutet dieses Resultat, dass hier in niedrigster Ordnung der
Storungstheorie der gestorte Hamilton-Operator (6.1) im Unterraum der
Eigenfunktionen u o (K ist fest gehalten und a = 1, 2, ..., f) auf Diago-
nalform gebracht wird. Die Koeffizienten c,(li) = S, ; definieren die entspre-

chende unitdre Matrix, die dieses bewerkstelligt. Ebenso bestimmen die cg)
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die Eigenvektoren von H in der Basis u% o» den Eigenvektoren von Hy in der
betrachteten nullten Ndherung. Dies ist gleichbedeutend der ersten Naherung
fiir die Eigenwerte E,(;).

Fiir das bessere Versténdnis der Rayleigh-Schrodingerschen Stérungstheo-
rie betrachten wir im folgenden als zwei wichtige Anwendungen aus der Atom-

physik die Spin-Bahn Wechselwirkung und den Zeeman-Effekt.

6.3 Die Spin-Bahn Wechselwirkung

Die im Atom sich bewegenden Elektronen stehen infolge ihres mit dem Spin
S gekoppelten magnetischen Momentes fi, in einer Wechselwirkung mit dem
elektrischen Feld im Atom. Diese Wechselwirkung wird die Spin-Bahn Wech-
selwirkung genannt. In der klassischen Elektrodynamik wird gezeigt, dass
die Energie eines Elektrons mit dem magnetischen Moment fis, wenn es sich
in einem elektrostatischen Feld der Feldstéirke E mit der Geschwindigkeit v
bewegt, durch folgenden Ausdruck gegeben ist

W= %ﬂs(v x E). (6.35)

Wenn E aus einem reinen Coulomb Potential ableitbar ist, kénnen wir den
Ausdruck (6.35) elementar beweisen. Aufgrund des Biot-Savartschen Geset-
zes erzeugt eine Ladung ¢, die sich mit der Geschwindigkeit v bewegt im
Abstand x eine magnetische Induktion B, die durch folgende Formel gege-

ben ist y
VX T
B = QT
c r

, T =x|. (6.36)
Am Ort des Elektrons im Atom erzeugt daher die Kernladung Ze fiir einen
Beobachter, der auf dem Elektron ruht, infolge der Relativbewegung —v die
magnetische Induktion

Zev Xwx 1 Zewx 1
B:—T 7’3 :—E ('UX 7/.271) :—E('UXE), (637)
wenn wir E = —V® mit ¢ = % setzen. Schliellich wissen wir, dass die

magnetische Energie des Elektrons in diesem Feld durch W=— [is - B gege-
ben ist. Solange die Kugelsymmetrie des elektrostatischen Potentials &(r) in
einem beliebigen Atom gewahrt bleibt, gilt fiir die potentielle Energie eines
Elektrons im Atom V(r) = —e®(r) und daher fiir das elektrostatische Feld

am Ort des Elektrons

1z dV
E=-V¢=—-———. .
er dr (6-38)

Ferner ist der klassische Bahndrehimpuls eines Elektrons gegeben durch die
Beziehung | = m(x x v) und zwischen dem Spin § und dem magnetischen
Moment fi; besteht der Zusammenhang (5.101) fi, = —--5. Wenn wir alle
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diese Beziehungen in den Ausdruck fiir die magnetische Energie des Elektrons
einsetzen, so folgt fiir die Energie der Spin-Bahn Wechselwirkung

. 1 14V . |

= 532 dr (l-3). (6.39)
Dabei wurde noch der sogenannte Thomas Faktor % hinzugefiigt, der sich
bei der relativistischen Herleitung des Ausdrucks fiir die Spin-Bahn Wechsel-
wirkung ergibt. Die soeben berechnete, zusétzliche Wechselwirkungsenergie
(6.39) wird nun als Operator in die Quantenmechanik {ibernommen. Dieser
Operator ist im Verhéltnis zum Operator der elektrostatischen Energie V(r)
des Elektrons im Atom sehr klein und kann daher als Storung betrachtet
werden.

Bei der Diskussion des Wasserstoffatoms in Abschn. 3.6 haben wir gese-
hen, dass die Elektronenzustinde auch in einem beliebigen kugelsymmetri-
schen Potential V(T) weiterhin entartet sind, wonach einem mit der Haupt-
quantenzahl n und der Nebenquantenzahl [ gekennzeichneten Energie Term
Eni, 2(20 + 1) Zustidnde gehoren, wobei der Faktor 2 fiir die beiden mogli-
chen Spinzusténde steht. Zur Kennzeichnung dieser Zustidnde haben wir zwei
Moglichkeiten kennengelernt. Man kann diese Zustédnde entweder durch die
magnetische Quantenzahl m und die Spin-Quantenzahl s oder durch die in-
nere (Gesamtdrehimpuls) Quantenzahl j und deren Projektion m; unter-
scheiden, beziehungsweise charakterisieren. Im ersten Fall sind die entspre-
chenden Elektronen Zustandsfunktionen

U(.’IZ)X(S) = Rnl(r)yvlm(ov QZS)XWLe (S)

—I<m<+l, ms= :I:% (6.40)
und im zweiten Fall lauten diese Eigenfunktionen
+3
ot tgom, (@,5) = Z C%vlaﬁmm'mﬂ' X5 ms tn,lmg —m., ()
Un, 1, m;—m, (T) = Rn,l(r)ylmj (0, 9)
j:li%>_j§mj§+j- (6.41)

Diese beiden Systeme von Eigenfunktionen sind einander voéllig dquivalent,
wie wir bereits diskutiert haben, da das eine System von Funktionen aus dem
anderen durch eine unitédre Linearkombination gewonnen werden kann. Bei
der Untersuchung konkreter Probleme wird dann stets das zweckméBigere
Funktionensystem zu wahlen sein.

Im vorliegenden Fall der Spin-Bahn Wechselwirkung ist es zweckméBig,
das zuletzt genannte Funktionensystem (6.41) als Ausgangsbasis einer Sto-
rungsrechnung zu verwenden, da diese Funktionen zugleich Eigenfunktionen
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des Gesamtdrehimpulses der Elektronen im Atom sind. Damit sind sie aber
auch Eigenfunktionen des Operators [ - § = %(_7 2 12 — 8?), wie wir bereits
allgemein in Abschn. 5.3 diskutiert haben, und somit sind diese Funktionen

auch Eigenfunktionen der Spin-Bahn Wechselwirkung, denn

(l : é)Fn,%,l; j,m; — ( éz)Fm%’l?ﬁ mj
h2 3
= D=1 ) = 3| By
h2 2 — gL

= 4gL—1Fn2l]mJ’ (6.42)
wobei wir am Schluss dieser Gleichung den Landéschen gr-Faktor (5.106)
eingefithrt haben. Mit dem letzten Ergebnis kénnen wir nun in niedrigster
Ordnung der Storungstheorie bei entarteten Zusténden, die Matrixelemente
Wﬁ(k; des Storoperators (6.39) der Spin-Bahn Wechselwirkung berechnen. Da
die Funktionen F, 1 ;. ; ., eine orthonormale Basis bilden und Eigenfunktio-
nen von W sind, erhalten wir

12—gL
¢

W(k) _Wm/ m. = -
B, a J, Mg 537, My QQLfl

7,195, 50m; m! 5 (6.43)
wo zur Abkiirzung das verbleibende radiale Matrix Element ¢,, ; durch fol-
genden Ausdruck gegeben ist

h\? ceav o,
Cn,l = <> A ;anl(T)r dr. (644)

Also ist bei unsere Wahl des Basis Systems von Eigenfunktionen die Storma-
trix (6.43) bereits auf Diagonalform gebracht, da nur die Matrixelemente mit
j = j' und m; = mj ungleich Null sind. Daher gelingt es hier, bei unse-
rer Wahl des Basis Systems, die Sekulargleichung der Stérungstheorie (6.32)
unmittelbar auf elementarem Wege zu 16sen, indem wir nur die Diagonalele-
mente der Determinanten-Gleichung Null setzen miissen. Dies liefert sofort
die Energiekorrekturen der Spin-Bahnwechselwirkung

112—gL
= - . 6.45
w 2 |:gL — 1:| Cn,l ( )

Da g1, von der inneren Quantenzahl j abhéngt, erhalten wir fiir die beiden
Werte j =1+ % und j =1— % zwei verschiedene Werte der Energiekorrektur
w. Da ferner g, von der magnetischen Quantenzahl m; abhéngt, bleiben die
Werte von w weiterhin (2j 4+ 1)-fach entartet, d.h. die Spin-Bahn Wechselwir-
kung fiihrt nur zu einer teilweisen Aufhebung der Entartung. Wenn wir den
Ausdruck (5.111) fiir g1, einsetzen, so erhalten wir das folgende Endresultat
fiir die Spin-Bahn Aufspaltung der Energieniveaus
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1
w=1¢,, j=l+§, 2] + 2 — fach entartet

w=—1+1)(,, j=1- % , 2l — fach entartet . (6.46)
Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass wegen der Spin-Bahn Wech-
selwirkung die urspriinglichen 2(2! 4+ 1)-fach entarteten Energie Terme in
zwei Niveaus aufspalten, die durch die beiden verschiedenen Werte von j ge-
kennzeichnet sind. Beide Niveaus sind (2j 4+ 1)-fach entartet. Der mit der
Multiplizitdt des Niveaus als Gewichtsfaktor gebildete Mittelwert der beiden
Niveaus liefert

(2l + 2)l Cn,l - 2l(l + 1)<n,l
2(20+1) B

Danach fallt der Schwerpunkt der beiden Energie Terme mit dem ungestorten
Energie Niveau zusammen. Aus dem Ausdruck (6.44) fiir ¢,, ;, entnehmen wir,
dass fiir ein anziehendes Potential, wie dem Coulomb Potential, ¢,, ; > 0 ist.
Dann liegt das zu j = l—% gehorende Niveau tiefer als jenes fiir j = [+ % Die
von uns so gefundene Energieaufspaltung heifit die Landé-sche Intervallregel
und gilt ganz allgemein fiir beliebige Probleme mit einer Zentralkraft (wie
zum Beispiel fiir ein Valenzelektron in einem Alkaliatom).

Zur Abschitzung der Groflenordnung der Energiekorrekturen w der Spin-
Bahn Wechselwirkung berechnen wir ¢, , fiir H-dhnliche Atome. Dann ist

Vo= 2z dv _ %282 und wir erhalten mit Hilfe der in (3.181,3.192,3.193)

(6.47)

) dr
angegebgn Eigenfunktionen R,,1(r) der radialen Schrodinger Gleichung
o\ [ dr (aZ)*mc?
=Ze? | — —R? = : 6.48
Cna = Ze <2mc> /0 - ftna(r) 2m31(1 + 1)(20 + 1) (6.48)

Wenn wir dieses Resultat mit den Energie Eigenwerten (3.180) der Wasser-
stoff d&hnlichen Atome vergleichen, so folgt bis auf einen numerischen Faktor
der Gréflenordnung eins

Eﬂ ~ (aZ)* = B1 22, (6.49)

n

wofB =2 =a= e—i ~ %7 ist. Dies ist die sogenannte Sommerfeldsche Fein-
strukturkonstante, von der wir zeigten, dass sie gleich ist der Geschwindigkeit
eines Elektrons auf der ersten Bohrschen Bahn, gemessen in Einheiten der
Lichtgeschwindigkeit c¢. Daher ist die Korrektur w der Spin-Bahn Wechselwir-
kung eine relativistische Korrektur und auch der Name Feinstrukturkonstante
verstandlich.

Neben der relativistischen Korrektur der Spin-Bahn Wechselwirkung gibt
es nach der vollstindigen, relativistischen Theorie von Dirac noch zwei wei-
tere Korrekturen von der gleichen Gréflenordnung, die im Rahmen der nicht-

relativistischen Theorie von Schrédinger nicht behandelt werden kénnen. Die
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erste von diesen liegert eine relativistischen Korrektur der kinetischen Ener-
gie, sodass T' = 2—(1 — iﬁQ), wo 3 = (5,7 ist, wihrend die zweite ihren
Ursprung in der von Schrodinger analysierten ,Zitterbewegung“ des freien
Dirac-Elektrons hat und zu einer &hnlichen Korrektur der Energie des Grund-
zustandes von der Grofenordnung Ei[1 — (8, Z)? fithrt. Daher ist es nicht
verwunderlich, dass die Landésche Aufspaltung nur qualitativ in Uberein-
stimmung mit dem Experiment steht. Jedoch ist die (i - § )-Wechselwirkung
die einzige, welche magnetischen Ursprungs ist. Dies wird im néchsten Ab-
schnitt von Interesse sein.

6.4 Der Zeeman Effekt

Die Aufspaltung der von einem Atom emittierten Spektrallinien, wenn das
Atom in ein dufleres homogenes Magnetfeld B gebracht wird, nennt man den
Zeeman Effekt. Dieser findet im Rahmen der klassischen Elektronentheo-
rie von Hendrik Antoon Lorentz eine einfache qualitative Erklarung. Ein auf
einer geschlossenen Bahn mit der Geschwindigkeit v und der Umlauffrequenz
wy sich bewegendes Elektron der Ladung —e erleidet bekanntlich im Magnet-
feld B eine zusitzliche Kraftwirkung —¢(v x B), die je nach Orientierung
von v und B zu einer Verzégerung oder Beschleunigung des Elektrons auf
seiner Bahn fithrt. Dem entspricht eine Anderung der Umlauffrequenz wo um
die Betriage +wr,, wo

eB

= 6.50
2me ( )

WL

die sogenannte Larmor-Frequenz ist, fiir die im allgemeinen im atomaren
Bereich gilt, dass wy, < wq ist. (Siehe Aufgabe 6.4.)

Zur quantenmechanischen Interpretation dieses Effektes wihlen wir als
Ausgangspunkt den klassischen Ausdruck fiir die magnetische Energie eines
Elektrons im Atom, welches das magnetische Gesamtmoment g hat und in
einem #dufleren magnetischen Feld B eingebettet ist. Dieser Ausdruck lautet

W=—4-B. (6.51)

Dabei ist f& nach unseren fritheren Uberlegungen zusammengesetzt aus dem
Moment der Bahnbewegung und dem Spin Moment. Wenn wir das magneti-
sche Feld in der z-Richtung orientiert wihlen, kénnen wir setzen B = Be,.
Dann lautet der entsprechende Stéroperator der magnetischen Wechselwir-
kung A .

W=—-p,B=wr(l,+25,). (6.52)

6.4.1 Der normale Zeeman Effekt

Wir behandeln zuniichst den sogenannten normalen Zeeman Effekt. Dieser
tritt in relativ starken Magnetfeldern B > 5 x 10* Gau$} auf. In diesem Fall
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kann die Spin-Bahn Wechselwirkung im Atom vernachliissigt werden und da-
her kann man Bahndrehimpuls [ und Spin § als entkoppelt betrachten. Dann
sind zur Berechnung der Zeeman Aufspaltung mit Hilfe der Stérungsrechnung
fiir entartete Zusténde die durch die Quantenzahlen n, [, m, ms charakte-
risierten Eigenzustinde (6.40) des Elektrons im Atom als Ausgangsbasis ge-
eignet, da diese Zustinde Eigenfunktionen unseres Stéroperators (6.52) sind

und daher die Stormatrix bereits die Diagonalform W(k) Winn,il) im m?, hat.
Wenn wir dann jedes Glied auf der Hauptdiagonale der zugehorlgen Deter-
minante der Sekulargleichung (6.32) gleich Null setzen, erhalten wir sofort

die gesuchten Losungen fiir die Eigenwerte des Stéroperators (6.52)
w = wrh(m + 2mg) = ppB(m + 2my)

1
—1I<m<+Hl, mg= i§ (6.53)

und diese Energiekorrekturen w, welche Funktionen der magnetischen Bahn
Quantenzahl m und der Spin Quantenzahl mg sind, fithren im Magnet-
feld B zur Aufhebung der Entartung des Niveaus mit der Energie E, ;. Da
m+ 2mg nur ganzzahlige Werte haben kann, erfolgt die Zeeman-Aufspaltung
in gleich grofien Energieintervallen fwr, = pugB, entsprechend den quanti-
sierten Einstellungen des Vektors fi in Bezug auf den Vektor B. Diese Auf-
spaltung kommt nur bei den s-Termen im Atom mit [ = 0 voll zur Auswir-
kung, wo die entsprechenden zwei Energie Niveaus fiir mgs = :I:% (Doublet-
Aufspaltung) auftreten, withrend bei allen anderen Termen (p, d, f,...) mit
[ > 0 die Zeeman-Aufspaltung nur teilweise stattfindet, d.h. die Entartung
von E,; wird nur teilweise aufgehoben. Anstelle von 2(2] 4+ 1) Energiekor-
rekturen w erhalten wir nur (2! + 1) + 2 = 2] + 3 voneinander verschiedene
Werte von w, wie aus der obigen Gleichung (6.53) zu ersehen ist, also

w=0, +hwy, , +2hwr, , £3hwy, , ..., (1 + 1)Awy, . (6.54)
Diese Aufspaltung zeigt die Skizze in Abb. 6.1.

m= 1, m=1/2
2p m=0, me=1/2
m=F1,m=%1/2
m= 0, mg=-1/2
m=-1, mg=-1/2

\A A m=0, m= 1/2

1s

YVYYN

m=0, mg=-1/2

Abb. 6.1. Zeeman-Aufspaltung der s- und p-Terme
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6.4.2 Der anomale Zeeman Effekt

Als nichstes betrachten wir den anderen Extremfall, dass B < 5 x 10* Gau$
ist. Dann ist das duflere Magnetfeld B viel schwicher als das innere ma-
gnetische Feld Bgp der Spin-Bahn Wechselwirkung im Inneren des Atoms.
Bei der Beriicksichtigung der Spin-Bahn Wechselwirkung ist die Termauf-
spaltung viel komplizierter und fithrt auf den sogenannten anomalen Zeeman
Effekt. Ganz allgemein wird bei der Gegenwart einer dufleren und einer inne-
ren magnetischen Stérung der entarteten Energie Niveaus £, ; der im Atom
wirksame Storoperator durch folgenden Ausdruck gegeben sein

A 1 14V . N
_ - 1-8)+ l,+25,). 6.55
2m2c2 r dr (£-8) +wr 52) ( )

Doch bei der Diskussion der magnetischen Momente von Atomen haben wir
gesehen, dass bei der Messung von fi in schwachen &ufleren magnetischen
Feldern nur die Komponente fi; lings des Gesamtdrehimpulses 7 mafgeblich
ist. Daher kénnen wir fiir den Storoperator des anomalen Zeeman Effektes
den folgenden Ausdruck zugrunde legen

- 1 1 dv . N
— l-5 Gj., 6.56
T om2 7 dr ar b8 el ( )
wo G der frither eingefiihrte ,,Projektionsoperator® (5.109,5.111) ist. Im ge-
genwirtigen Fall sind daher zur Berechnung der Eigenwerte w des Stérope-
rators W mit Hilfe der Stérungsrechnung fiir die entarteten Energie Niveaus
E,,,; die in (6.41) angegebenen Funktionen £}, besonders geeignet, da

5,04, my
sie sowohl Eigenfunktionen von (i §) als auch von j, sind. Daher finden wir
mit diesen Funktionen, dass die Stormatrix Wﬁ( ) = =Wj m,; i, m; bereits dia-
gonalisiert ist und daher finden wir durch Null setzen der cinzelnen Elemente
der faktorisierten Sekulargleichung (6.32) die Eigenwerte der Stormatrix

12—-gL
QQL_ 1Cn,l+ L grLm;
1
j=lEs, —j<my <+, (6.57)

Hiernach spaltet beim anomalen Zeeman Effekt das schwache duflere Ma-
gnetfeld B jeden der beiden Doublet-Terme j =1 + % der Spin-Bahn Wech-
selwirkung in je 2j 4+ 1 Teilkomponenten auf, welche gleichen Abstand Vom
Betrag ﬁngL voneinander haben. Jedoch sind diese Absténde fiir j =1 —|— 5
und j =1— 3 Wegen der jeweils verschiedenen Werte des Landé Faktors gL
(5.106) vonelnander verschieden. Wegen der allgemeinen Beziehung (5.90),
angewandt auf den gegensténdlichen Fall, ist die Entartung vollig aufgeho-

ben, da 2(21 + 1) = l+2 (2] + 1) ist. Aus historischer Sicht ist am bekann-

testen die Aufspaltung des Natrium Doublets. Wir ersehen aus der Formel
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(6.57) fur die Energiekorrekturen w, dass das Verhéltnis g;l maBgeblich das
Auftreten des normalen bzw. des anomalen Zeeman Effekts bestimmt. Dieses
Verhéltnis ist ~ 1, sobald B = C—B‘ ~ 5 x 10* GauB ist, also jener Wert von
B, den wir anfangs genannt haben.
Mit wachsendem &ufleren Magnetfeld B geht der anomale Zeeman Effekt
in den normalen Zeeman Effekt iiber, da bei einem starken dufleren B-Feld, im
Atom der Bahndrehimpuls [ und der Spin § allméhlich entkoppelt werden. In
diesem Zwischengebiet spricht man dann vom Paschen-Back Effekt. Fiir die
Behandlung des Paschen-Back Effektes ist die erforderliche Stérungsrechnung
zur Bestimmung der Termaufspaltung weitaus komplizierter und soll hier
nicht ndher behandelt werden.

6.5 Die Variationsmethode

Wenn die Voraussetzungen der bisher besprochenen zeitunabhéngigen St6-
rungstheorie nicht erfiillt sind, wenn sich also der Hamilton-Operator H nicht
in der Form H = Hy + W zerlegen 148t, wo W als kleine Storung aufge-
fasst werden kann, dann besteht die Moglichkeit, ein sehr allgemeines Va-
riationsverfahren anzuwenden. Als Ergéinzung zu den vorangehenden Uber-
legungen zur zeitunabhéngigen Storungstheorie wollen wir kurz den Grundge-
danken dieses Verfahrens skizzieren. Das Variationsverfahren dient vorallem
zur ndherungsweisen Bestimmung der Energie Ey des Grundzustandes eines
komplexeren quantenmechanischen Systems. Zur Erlauterung des Verfahrens
gehen wir vom Erwartungswert des Hamilton Operators aus und betrachten

i) = / o (2, ) Hob(, )Pz (6.58)

Wir nehmen zunéchst an, die Eigenwerte und Eigenfunktionen von H seien
bekannt. Dann kénnen wir die Reihenentwicklung

t)=> ce(t)ug(z) (6.59)
E
in (6.58) einsetzen und wir finden wegen der Orthonormierheit der ug(x)
(H) = ci(t)ep (1) (u, Hug)
E,E/

=Y cp()ew (O E (u,up) = Y ciy(t)ew () E'op v
E,E/ E,E/

=Y Ele(t)]. (6.60)

Da die Energie Fy des Grundzustandes eines quantenmechanischen Systems
stets kleiner als jene eines angeregten Zustandes F, ist, wo der Parameter o
diskret oder kontinuierlich sein kann, so wird aus (6.60) zu folgern sein, dafl
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(H) = Eles)’ > Eo Y |ea(t)]® = Eo (6.61)
E E

gilt, da wegen der Orthonormiertheit der ug(2) und aus Griinden der Wahr-
scheinlichkeitserhaltung Y | cg |* = 1 ist. Somit kénnen wir ganz allgemein
schlieflen, dass die folgende Ungleichung gilt

J o (@, ) Hy(, 1) d e
o (@, )y (e, t)d3

wenn im allgemeinen ¢ (x,t) nicht normiert ist. Um einen gen&herten Wert
fiir die Energie des Grundzustandes eines quantenmechanischen Systems zu
erhalten, kann man nun fiir ¢)(x, t) eine Versuchsfunktion ¢, (x,t, A1, Az,...)
fiir den Grundzustand ansetzen und das Extremum von

By < (6.62)

/wé(w,t,)\l,)\g, S OHY (1, M, A, .. )d3x = (H)g = Minimum  (6.63)

aufsuchen, indem man den Erwartungswert (6.63) nach den Parametern
A (=1, 2,...) differenziert, also

9(H)o
O\

bildet und diese Ableitungen gleich Null setzt, um aus den resultierenden

=0, i=12,... (6.64)

Gleichungen die Extremalwerte )\gezp)’ i=1,2,... zu finden, welche (6.63) zu
einem Minimum machen.

6.5.1 Ein elementares Beispiel

Als einfaches Beispiel fiir die Anwendbarkeit dieses Verfahrens, suchen wir
durch giinstige Wahl der Versuchsfunktion, einen brauchbaren Wert fiir die
Energie des Grundzustandes des linearen harmonischen Oszillators zu finden.
Dazu gehen wir von der normierten Form der Schrédinger Gleichung des
harmonischen Oszillators (3.54) aus

d?u 9

— +A=&)u=0 6.65

@08 (6.65)
und wihlen als Versuchsfunktion ug(€) = Aexp(—p3[¢]), die fiir &€ — +oo das
gewiinschte asymptotische Verhalten besitzt. Die Normierungskonstante A
ergibt sich aus dem Integral

o0 A2 00 A2 AQ
2A2/ e 2B8qe = —/ e M= —ZeAF ==, 6.66
0 B Jo B 6 B (6.66)
wonach A = /3 ist. Nun berechnen wir den Erwartungswert von —d—z + &2

dg
mit der normierten Versuchfunktion wug(£). Wir finden
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=283 /OOO e P8 (—;; - §2> e Pede

> 2 >‘2 - 2 1
:/0 <,3 +4ﬂ2)e d)\:—ﬂfw- (6.67)

Das Extremum dieses Integrals finden wir durch Differentiation nach g mit
dem Resultat 52, = % Daher ist das Minimum des Integrals Z;, = —1.
Somit liefert das Variationsverfahren fiir den kleinsten Wert des Eigenwert-

parameters A\g < 1 und aufgrund der Definition A = 2£ finden wir fiir den

hw
kleinsten Energieeigenwert des harmonischen Oszillators Ey < %" in sehr gu-
ter Ubereinstimmung mit dem exakten Wert fiir Fy, den wir frither in (3.62)
gefunden haben. Man erhélt also vergleichsweise gute Werte fiir die Energie
des Grundzustandes eines quantenmechanischen Problems, selbst wenn die
Versuchsfunktion ziemlich von der exakten Wellenfunktion des Grundzustan-

des abweicht.

6.6 Die zeitabhingige Storungstheorie

6.6.1 Einleitende Bemerkungen

Wie aus unseren bisherigen Uberlegungen hervorgeht, besitzt in der Quan-
tenmechanik ein abgeschlossenes System, welches dadurch ausgezeichnet ist,
dass es nicht in Wechselwirkung mit der Umgebung steht, die Eigenschaft
der Energieerhaltung, wonach % = 0 gilt. Ein solches System besitzt ganz
bestimmte stationére Zusténde, in denen es unendlich lange verweilt, da die
Messung scharfer Energiewerte wegen der Unschérfebeziehung AFE - At ~ h
unendlich lange Beobachtungszeiten erfordert. Physikalische Prozesse, die
in Ubergéingen zwischen solchen Zustinden bestehen, kénnen nur stattfin-
den, indem dieses System mit anderen Systemen gekoppelt wird. Auch die
Moglichkeit der Beobachtung eines solchen abgeschlossenen Systems héngt
von derartigen Wechselwirkungen mit den die Messapparatur darstellenden
Systemen ab. Dies kann zum Beispiel ein eingestrahltes elektromagnetisches
Feld sein, dessen Absorption und Emission beobachtet werden kann. Die
Kopplung muss dabei schwach sein, damit die Effekte der Kopplung zwi-
schen beiden Systemen als kleine Stérung W (t) beschrieben werden kann,
deren Wirkung durch Gréflen ausdriickbar ist, die sich auf das ungestorte
System beziehen.

Zur Untersuchung solcher durch Kopplung bedingter Storungen gehen
wir von der zeitabhingigen Schriodinger Gleichung aus. Ein Atom, Molekiil
oder irgend ein anderes quantenmechanisches System sei anfangs in einem
gegebenen stationiiren Zustand, den wir mit dem Index (i) bezeichnen und
der die Energie F; besitzt. Auf dieses System wirkt nun w#hrend einer be-
stimmten Zeit (0,t) ein zeitlich verdnderliches duferes Feld, zum Beispiel ein
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vorbeifliegendes a-Teilchen, oder ein Gasmolekiil, oder das Feld eines Licht-
impulses. Nach Ablauf der genannten Wechselwirkungszeit, besteht nun die
Moglichkeit, dass das System einen Ubergang zu irgend einem anderen sta-
tiondren Zustand mit dem Index (k) und der Energie Ej ausgefiihrt hat.
Im folgenden werden wir die Wahrscheinlichkeit Py ;(t) berechnen, dass ein
solcher Ubergang stattgefunden hat.

6.6.2 Ubergangswahrscheinlichkeiten

Der genannten Berechnung liegen folgende physikalischen Vorstellungen zu-
grunde. Die zeitabhéngige Schrodinger Gleichung des ungesttérten Systems
(Atom, Molekiil, etc.) laute
o -

ih— = Hoy, 6.68

1 ot ot ( )
wo nach Voraussetzung der Hamilton Operator Hy des ungestérten Systems
explizit nicht von der Zeit abhéngt. Wir wissen bereits, dass dann die sta-
tiondren Losungen dieser Gleichung die Gestalt haben

¥, (@, 1) = up (z)e” T Ent (6.69)
Wir nehmen nun an, dass zur Zeit ¢ = 0 sich das ungestorte System in einem
Anfangszustand v, (x,t) = u;(x) exp(—5 E;t) befindet. Nach Einschalten der
Storung habe die Schrodinger Gleichung die Gestalt
oY

ihe = [Ho+ W(H)w, (6.70)

wobei der Hamilton-Operator des Storfeldes W (t), der im allgemeinen von x,
—ihV, und t abhéngen wird, die Wechselwirkung des urspriinglichen Systems
mit einem anderen System beschreiben soll. Wenn wir spéter die Stérung
eines Atoms durch das elektrische Feld eines vorbeifliegenden a-Teilchens
betrachten werden, dann ist T (t) die potentielle Energie eines Elektrons des
Atoms im Coulomb Feld des a-Teilchens und diese Energie wird von der
Zeit t abhéngen, da sich wihrend des Vorbeifliegens der Abstand zwischen
a-Teilchen und Elektron im Atom &ndert.

Da die Schrédinger Gleichung (6.70) fiir das betrachtete Problem eine
Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit ¢ ist, wissen wir aus friither-
en Uberlegungen in Kapitel 1, dass wir die Losung dieser Gleichung fiir ei-
ne beliebige spétere Zeit ¢ finden konnen, wenn wir die Anfangsbedingung
Y(x,t = 0) kennen. Wenn die Stérung zur Zeit ¢ = 0 eingeschaltet wer-
den soll, nehmen wir an, der Anfangszustand sei durch den Zustand ¢, (x,t)
des ungestorten Problems gegeben, d.h. ¢(x,t = 0) = 9,(x,0) = u;(x).
Ferner machen wir die iibliche Annahme, dass die Losungen v,,(x, t) des un-
gestorten Problems ein vollstdndiges Orthonormalsystem bilden, also insbe-
sondere (V,,,%,,,) = (Un, Up,) €xp [+ (Ep — Em)t| = 6 gilt. Wir betrachten
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nun fiir beliebige Zeiten ¢ > 0 die Entwicklung der Zustandsfunktion v (x, t)
des gestorten Systems, indem wir diese in eine Reihe nach den Eigenlésungen
(6.69) des ungestérten Problems entwickeln

Y t) =D eal®)py(@,t) = Y cn(thun(x)e 550 (6.71)
n=0 n=0

wobei die Entwicklungskoeffizienten c,, (t) nun explizit von der Zeit ¢ abhéingen
miissen, da der Hamilton-Operator H (t) in (6.70) des gestorten Systems nun
auch explizit von der Zeit abhéingt. Bei der Diskussion der Postulate der
Quantenmechanik in Abschn. 2.3 wurde bereits auf die physikalische Be-
deutung der Entwicklungskoeffizienten ¢, (¢) hingewiesen, wonach |c,,(t)|* die
Wahrscheinlichkeit darstellt, dass das System im ungestorten Eigenzustand
¥, (x,t) angetroffen wird, falls sich das gestorte System in einem Zustand
Y(x,t) zur Zeit t befindet und eine Messung der Energie des ungestorten
Problems ausgefiihrt wird, nachdem eine gewisse Zeit (0,t) verstrichen ist.

Aus der Forderung der Erhaltung der Wahrscheinlichkeit folgt aber, dass
mit der Entwicklung (6.71) fiir alle Zeiten gelten muss

OO

/1/}*1/)d3a: = t)em(t /w Y, d3x

n,m=0

Z len()]> =1, (6.72)
n=0

Da aber als Anfangszustand zur Zeit ¢t = 0

P(x,0) = ¥;(x,0) = ui(z) (6.73)

gewéhlt wurde, muss fiir ¢ = 0: ¢,,(0) = d,,; sein, d.h. ¢; = 1 und alle anderen
¢, = 0. Folglich ist
Pi(t) = |Cn(t)‘2 (6.74)

die gesuchte Ubergangswahrscheinlichkeit, also jene Wahrscheinlichkeit, die
angibt, dass wihrend der Zeit (0, t) das ungestorte System unter dem Einfluss
der Stérung von einem Anfangszustand ;(x, t) in einen Endzustand v, (x,t)
bei Durchfithrung einer Messung iibergegangen sein kann. Zur Berechnung
der Wahrscheinlichkeitsamplituden, d.h. der Koeffizienten ¢, (t), setzen wir
die Entwicklung (6.71) der Zustandsfunktion ¢ in die Schrodinger Gleichung
(6.70) des gestorten Problems ein und finden

oo

lhz - { )t exp <;Ent>} = S [Buealt) + ihén ()]0,

n=0

_ch [Ho + W (t) ch WEn + W(H)]ib,, . (6.75)
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Wie ersichtlich, heben sich in dieser Gleichung zwei Terme gegenseitig auf
und es bleibt die folgende Beziehung

ihY " en (), (@) = Y en(O)W (), (2, 1). (6.76)
n=0 n=0

Wenn wir diese Gleichung von links mit der Eigenfunktion ¢} (2,t) multi-
plizieren und iiber den ganzen Raum integrieren, so erhalten wir wegen der
Orthonormiertheit der Funktionen v,,(x,t) das folgende Gleichungssystem

o0

thcn (Wi ) = ihéx(t) = D () (Wi, W(t)1,,) (6.77)

n=0

SchlieBlich fithren wir die im allgemeinen zeitabhéngigen Matrixelemente der
quantenmechanischen Ubergéinge n — k ein

Win(t) = (ug, W(t) up) = /uZ(m)W(t)un(:c)d?’x (6.78)

und erhalten so fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden ¢ (¢) das unendliche
System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung

il ég(t ch (Wi (e #E =Bt 01,2, 0o (6.79)
n=0

mit den als bekannt vorausgesetzten, zeitabhéingigen Koeffizienten
Win(t) e “nit wo w, p = %(En — Ej) die Ubergangsfrequenzen darstel-
len.

Da wir annehmen, dass der Storoperator W(t) klein gegeniiber dem
Hamilton-Operator Hy des ungestorten Systems ist, konnen wir das System
von Differentialgleichung (6.79) mit der Methode der sukzessiven Approxi-
mation losen, indem wir auf der rechten Seite als nullte Ndherung fiir die
cn(t) die Anfangswerte fiir ¢ = 0 setzen

1, firn=1

o _ 0 s
t=0: cn(0) = cp(t) = Ony 0, sonst .

(6.80)

Diese Ausgangslosung ist sinnvoll, denn wenn W(t) Klein ist, dann werden
auch die Ubergangswahrscheinlichkeiten (6.74) P, ;(t) nur vom Wert 0 aus
anwachsen. Im Fall dieser ersten Ndherung reduziert sich das System von
Differentialgleichungen zu einer einzigen Gleichung

ihég(t) = Wi i(t)e 7 (BimBr)t (6.81)

und wir erhalten nach erfolgter Integration

.t
D) = _%/ Wi (t)e @irt'at’ | (6.82)
0
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Wenn wir dieses Resultat allgemein als Ausdruck fiir die ¢, () auf der rechten
Seite des Gleichungs-Systems (6.79) einsetzen, konnen wir durch Ausfithrung
der Integration die zweite Ndherung cl(f) (t) fiir die Wahrscheinlichkeitsampli-
tude finden. Dies wollen wir jedoch hier nicht ndher ausfiithren.

Der in erster Niherung erhaltene Ausdruck (6.82) fiir die Ubergangsam-
plitude ¢ (t) ~ c,(cl)(t) lasst gewisse allgemeine Schlussfolgerungen zu:

(1) Wenn sich der Stéroperator W (¢) nur langsam mit der Zeit #ndert, sodass
die Exponentialfunktion in (6.82) viele Oszillationen ausfithrt, wihrend
W (t) im wesentlichen konstant bleibt, wird die Ubergangswahrcheinlich-
keit Py ;(t) sehr klein sein, wie wir sogleich nidher untersuchen werden.

(2) Wenn sich der Stéroperator W (t) periodisch mit der Zeit #indert und
diese Anderung die Frequenz w hat, wie dies etwa durch eine elektroma-
gnetische Welle hervorgerufen wird, dann wird ¢g(t) nicht mit der Zeit
anwachsen, aufler es ist die Bedingung erfiillt, dass hw = E; — B, = hw; i,
ist. Wir erkennen somit, dass mit Hilfe unserer Theorie fiir die Anregung
von Atomen oder Molekiilen unmittelbar die Bohrsche Frequenzbedin-
gung (1.14) hergeleitet werden kann. Ferner folgt aus diesen Uberlegun-
gen, dass im Grenzfall wo W unabhéngig von der Zeit ist, nur solche
Ubergénge moglich sind, bei denen der Anfangszustand und der Endzu-
stand die gleiche Energie haben, also E' = E; = F, ist. Dies ist etwa der
Fall bei elastischen Streuprozessen.

Im folgenden wollen wir den Formalismus der zeitabhéingigen Stérungs-
theorie anhand einiger interessanter Félle erlautern.

6.6.3 Anregung eines Atoms durch ein a-Teilchen

Wir betrachten dieses Problem, weil es ein einfaches und anschauliches Bei-
spiel fiir die Berechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten darstellt. Es ist
jedoch von geringerer praktischer Bedeutung. Doch kénnen wir anhand dieses
Beispiels einige Aussagen von allgemeinerem Interesse machen. Wir werden
zeigen, wie sich die Wahrscheinlichkeit der Anregung eines Atoms durch ein
a-Teilchen insbesondere dann berechnen lisst, wenn dieses Teilchen in grofler
Entfernung am Atom vorbeifliegt. Historisch war dies ein erster theoretischer
Versuch, die Abbremskraft von Materie fiir a-Teilchen zu berechnen. Wir
nehmen an, das a-Teilchen bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v in
positiver z-Richtung mit einem minimalen Abstand P am Atom vorbei, wie
wir in Abb. 6.2 angedeutet haben. Dabei sei das Atom im Koordinatenur-
sprung O gelegen. Ferner machen wir die Annahme, das a-Teilchen befinde
sich zur Zeit ¢ = 0 im minimalen Abstand P vom Atom und seine Bewegung
erfolge in der (z,y)-Ebene. Dann sind die asymptotischen Koordinaten des
a-Teilchens durch folgende Ausdriicke bestimmt X = vt, Y = P und Z = 0.
Die Koordinaten des Elektrons im Atom bezeichnen wir mit . Dann lautet
der Storoperator fiir das Elektron im Atom zu einer beliebigen Zeit ¢
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(0]
Atom

Abb. 6.2. StoBanregung durch a-Teilchen

- 2¢2
p=[X—2)2+ (Y —y)?+(Z - 2%
= [(vt — ) + (P —y)> + 272, (6.83)

wo 2e die Ladung des a-Teilchens ist. Da wir annehmen, dass das a-Teilchen
in grofler Entfernung vom Atom vorbeifliegt, also p > r = |z| sein wird,
wo r den Abstand des Elektrons vom Atomkern darstellt, kénnen wir die

Storungsenergie W (t) nach Potenzen von %% und % entwickeln, wo R(t) =

|X| = [P? + v®t2]2 ist. Auf diese Weise erhalten wir in erster Néherung der
Reihenentwicklung
. 2e? xvt + yP
Wit - 1 R 6.84
O="%z0 't e T (6.84)

Da das Coulomb Potential unendliche Reichweite besitzt, fillt der Beginn
der Wechselwirkung nach ¢ -+ —oco und das Ende der Wechselwirkung nach
t — +o0o. Wir nehmen nun an, dass der Anfangszustand des Elektrons im
Atom fiir t — —oo der Grundzustand v; = by = ug(a) exp(— 1 Eot) sei
und dass fiir ¢ — +oo das Elektron in einen angeregten Zustand 1, =
ug () exp(f%Ekt) gelangt ist. Daher ist in erster Naherung der zeitabhingi-
gen Stérungstheorie die Amplitude ¢ der Ubergangswahrscheinlichkeit fiir
den Zeitraum der Wechselwirkung (—oo, +00) gegeben durch

i +o0 : o0

% ="% LWipd®z = _% Wi o(t)e™ o +1dt, (6.85)

— 00 — 00

wo das Ubergangsmatrixelement W, o(t) durch folgenden Ausdruck bestimmt
ist
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Wk’o(t) = —262/uz |:R1t) + xv]izgtgp U0d3$
= —2¢° {Rit)(uk’ ug) + Rgizt)(uk,xuo) + R3i(t)(uk’yuo) , (6.86)

weil wir zu beriicksichtigen haben, dass v, P und R nicht von den Koordi-
naten  des Elektrons in wug(2) und ug(x) abhingen. Wegen der Orthonor-
miertheit der atomaren Zustandsfunktionen, (uy,u) = 9,0, verschwindet in
(6.86) der erste Term und die anderen beiden Terme enthalten die atoma-
ren Matrixelemente xj ¢ und yi o der Koordinaten x und y, fiir welche wir
spéter, in Abschn. 7.3, ganz bestimmte Auswahlregeln kennen lernen werden.
Also erhalten wir schlieBlich mit (6.85,6.86) fiir die gesuchte Ubergangswahr-
scheinlichkeit fiir die Anregung des atomaren Elektrons beim Vorbeiflug des
a-Teilchen

2

4¢? .
° e~iwortgy| | (6.87)

+oo
k00t + Yr,o P

e [(0)24 P23

Das hier auftretende Integral ist konvergent, da der Nenner des Integrals
rasch mit zunehmendem Abstand R des a-Teilchens vom Atom zunimmt.
Daher wird die Wechselwirkung nur in der Umgebung des kiirzesten Ab-
standes P merklich spiirbar sein. Folglich kénnen wir annehmen, dass die
effektive Wechselwirkungsdauer 7 durch einen Bereich des doppelten (e, a)-
Abstandes bestimmt sein wird, also v+ = P, oder 7 = %. Man nennt 7 die
effektive Dauer des atomaren Stoiprozesses. Dabei haben wir zwei Fille zu
unterscheiden:

(1) Der Stofiprozess heifit adiabatisch, wenn die effektive Stofizeit 7 viel
grofler ist als die Periode Ty o = %, die fiir den Quanteniibergang
charakteristisch ist, wenn also folgendye Ungleichung gilt 7 > T}, o oder
wk,o% > 1. Sobald diese Bedingung erfiillt ist, vollfithrt der Integrand
von (6.87) wihrend der effektiven StoBdauer 7 sehr viele Oszillationen
und der Wert des Integrals wird dann =2 0 sein. Folglich fithren adiabati-
sche Stofe zu keiner atomaren Anregung.

(2) Wenn hingegen die umgekehrte Ungleichung gilt Wk,O% < 1, dann ist
wihrend der effektiven Stofizeit 7, e~*0.xt 22 1 und das Integral in (6.87)

lasst sich leicht berechnen. Wenn wir dort die neue Verinderliche & =

P
tan 6 einfithren, so erhalten wir
3
+oo o] 2 2
t P 2 t t
/ k00 +yk,03 df — yk,O/ d(”) <U) i1
o [(wt)2+ P23 wP Jo “\P)[\P
2Yk,0 /g . 2Yk.0
= — d 0) = : 6.88
vP J, (sin 6) vP ’ ( )

wobei der Term mit x o weggefallen ist, da er einen schiefsymmetrischen
Beitrag zur Integration iiber ¢ liefert und daher Null ergibt. Wenn also
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die Bedingung 7 < Tk, erfiillt ist, dann wird die Wahrscheinlichkeit
des atomaren Ubergangs 0 — k unter Einwirkung des im Abstand P
vorbeifliegenden a-Teilchens durch den Ausdruck gegeben sein

Pyo = de? 2| >, PZa (6.89)
k0 = LPv Yk, 0| > =~ aB, .

wo ap (1.16) wieder ein Ma$ fiir den Radius des Atoms darstellt. Dieser
Radius ist dadurch gekennzeichnet, dass fiir r > ap, |ug|? und |uo|? < 1
sind. Ersichtlich ist Py o umso gréfler je kleiner Pv ist, dessen kleinster
Wert, der mit P £ ag und wk70% ,S 1 vertraglich ist, gleich a%wn,o sein
wird, sodass wir fiir die maximale Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten

4e\* [yl
Py = () ., (6.90)
’ ha?, wi,o
Bei hohen Anregungen des Atoms ist wy o = wo = ‘E—Ffl, wo wq die klassi-

sche Umlauffrequenz des Elektrons auf der niedrigsten Bohrschen Bahn
darstellt (in Ubereinstimmung mit dem Bohrschen Korrespondenzprin-
zip). Daraus ergibt sich, dass die kleinste Geschwindigkeit der a-Teilchen
v = apwy,0 = apwp = v sein kann. Diese ist dann gleich der Geschwin-
digkeit des Elektrons auf der ersten Bohrschen Bahn. Folglich ist die
Wahrscheinlichkeit der Stoffanregung Py o am groften, wenn die Stofl-
dauer (also die Dauer der Wechselwirkung) 7 = T}, also gleich der
Periode des atomaren Ubergangs entspricht.

Ganz allgemein lésst sich zeigen, dass eine adiabatische Wechselwirkung
oder Storung eines Systems mit einem diskreten Energiespektrum keinen
quantenmechanischen Ubergang induziert, wohl aber zu Anderungen der
Energien E,, und Zustandsfunktionen 4,, fiihrt, wie dies bei der Diskussion
der zeitunabhéngigen Storungstheorie besprochen wurde. Hingegen fiihrt ei-
ne plotzliche Wechselwirkung oder Storung, etwa zur Zeit ¢ = 0 zu einem
quantenmechanischen Ubergang, dessen Wahrscheinlichkeit niherungsweise
durch folgenden Ausdruck gegeben ist

[Who(t =0)
PooZ2 ————. 6.91
k,0 (hwk,())Q ( )

6.6.4 Ubergiinge in ein Kontinuum von Zustinden

Im vorangehenden Abschnitt wurde der induzierte quantenmechanische Uber-
gang zwischen zwei diskreten Energiezustéinden betrachtet. Unter dem Ein-
fluss einer Stérung, zum Beispiel dem Feld eines vorbeifliegenden a-Teilchens
oder einer einfallenden elektromagnetischen Welle, kann aber ein Atom oder
Molekiil auch ionisiert werden. Dann erfolgen die Ubergéinge in Zusténde mit
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nicht quantisierten Energien, d.h. in das Kontinuum der Energien freier Teil-
chen, die sich, gemé&fl unseren einleitenden Bemerkungen in Kapitel 1, durch
de Broglie Wellen, respektive Pakete solcher Wellen beschreiben lassen, de-
ren Frequenzen w = % und Wellenzahlvektoren k = % keinen Einschrinkun-
gen unterworfen sind. Zur Berechnung der entsprechenden Ubergangswahr-
scheinlichkeiten verwenden wir einen mathematischen Trick, den wir bereits
kurz in Abschn. 3.3 diskutiert haben. Dieser besteht in der Einfithrung einer
fiktiven Quantisierung der kontinuierlichen Energiezustinde. Dazu schlieflen
wir das ganze System in einen, relativ zur Dimension des Systems, grofien
Raumwiirfel der Kantenlédnge L ein und legen den de Broglie Wellen peri-
odische Randbedingungen an gegeniiberliegenden Wiirfelflichen auf. (Siehe
Abb. 6.3). Damit lassen sich die Zusténde eines freien Teilchens diskretisie-
ren. Somit konnen dann alle fiir diskrete Zustédnde diskutierten Methoden
angewandt werden. Nach Ausfiihrung aller Rechnungen ldsst man dann die
Kantenldngen der ,,Box“ L — oo streben, wobei es wichtig ist, dass im End-
resultat die Ldnge L nicht mehr aufscheinen darf.

Wir nehmen also an, im Endzustand wird das gestoérte System durch die
Wellenfunktion eines freien Teilchens beschrieben, was in vielen Fillen eine
brauchbare Ndherung darstellt. Dann setzen wir wie in Abschn. 3.3.4

(@, 1) = up(x)e 7P = Apei(Wikw) (6.92)

Nun fithren wir einen grofien Raumwiirfel der Kantenlénge L ein und verlan-
gen dass 1), periodischen Randbedingungen geniigt, d.h.

ur(0,y,2) = uk(L,y, z), folglich , e*+L =1 etc. (6.93)

A
z 1
|
i y(x,y,L,0)

1
1
1
1
1
1
|
1
w(0,y,z,t) i w(L,y,z.t)
1
1
1
1
1
1
1
1

L y(x,y,0,0)

Abb. 6.3. Boxquantisierung
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Daraus folgen dann die Diskretisierungsbedingungen
koL =21y, kyL =2mn,, k,L =2mn,, (6.94)

wobei ng , ny, n, ganze Zahlen 0, £1, £2, ... sind. Folglich sind nur mehr
diskrete k-Werte zuléssig, die wir auch in der Form schreiben kénnen

2
k= %n, n = (ng,ny,n.). (6.95)

Diese liefern mit wachsendem m beliebig vielfach entartete diskrete Energie-
werte E, von der Form
hk? B 212 h?

By =hwy =50 = o

(n2 +n; +n?). (6.96)

Wenn wir dann L — oo gehen lassen, konnen wir beliebig nahe an eine
kontinuierliche Folge von Energiewerten Ej herankommen. Man sagt daher
gelegentlich, diese Ei-Werte bilden ein Quasi-Kontinuum.

Die so definierte diskrete Folge von Zustandsfunktionen freier Teilchen
lasst sich nun leicht im Volumen V = L3 auf Eins normieren, denn

1 1
. dPr = AL’V =1, daher Ay = — = —, 6.97
A wkwk | k| k L% \/V ( )
wenn wir, wie bisher, den beliebigen Phasenfaktor gleich Null setzen. Damit
erhalten wir ein vollstdndiges, orthonormales System von Zustandsfunktionen
freier Teilchen

—i 1 ik-x
Vg (@, 1) = ug(x)e 7By (x) = ﬁe ko (6.98)
welche mit den bekannten Funktionen der Fourier-Analysis identisch sind
(Vergleiche Anhang A.2.4). Somit erhalten wir fiir das Matrixelement des
Ubergangs in das Quasi-Kontinuum, geméf Gleichung (6.78)

Wis(t) = % / e~ (1) () AP (6.99)

und daher fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit beim Ubergang in einen Zu-
stand der Energie E}y des Kontinuums

Prei = |er(t)[ (6.100)

Doch da k = an eine kontinuierliche, respektive quasi-kontinuierliche Folge
von Parameter Werten darstellt, ist auch Py ; keine diskrete Folge von Wahr-
scheinlichkeiten, sondern eine kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsverteilungs-
funktion, die physikalisch nur dann einen Sinn ergibt, wenn wir sie mit dem

entsprechenden Volumselement im k-Raum multiplizieren (ganz dhnlich wie
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bei der Definition der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten (2.11) am Beginn des
Buches in den Abschn. 1.4.4 und 2.2.1).

Wir nehmen daher an, beim betrachteten Ubergang ins Kontinuum wer-
den Endzustdnde erfasst, deren k-Werte zwischen k; und k, + dk, , k, und
ky+dk, und k. und k. +dk, zu liegen kommen. Dann ist die Zahl der mogli-
chen freien Zusténde eines Elektrons, die in dieses Volumselement im k-Raum
gehoren durch folgende Beziehung gegeben (Vergleiche hierzu Abb. 6.4)

3

L v
3, _ — = — _d%. 101
@ = dngdinydn, = osdladbydh, = o5’k (6.101)

Daher ist beim Ubergang ins Kontinuum von Energiezustinden die physika-
lisch messbare Wahrscheinlichkeit

\%4
dPyi(t) = Peid®n = | (t)[? d*k 6.102
i (1) = Pr,id”n = [cx(t)] et ( )
wobei mit Hilfe des obigen Matrixelements (6.99) die Wahrscheinlichkeit-
samplitude (6.78) in erster Ordnung der Storungstheorie, zum Beispiel fiir
die Tonisation eines Atoms oder Molekiils gegeben ist durch

cr(t) = [/ TR (¢ uy(@)dPa | e iRt At (6.103)

w7 h

woraus wir durch Vergleich mit (6.102) entnehmen, dass die Ubergangswahr-
scheinlichkeit dP%;(t) vom Normierungsvolumen V' nicht abhingt, sodass
unser Endresultat auch fiir Ubergénge ins Kontinuum mit V' — oo weiterhin

k, (k.k+Ak)

Abb. 6.4. Berechnung der Zustandsdichte



160 6 Néaherungsverfahren

seine Giiltigkeit hat. Um unsere bisherigen Resultate weiter auswerten zu
konnen, ist es notwendig, gewisse Annahmen iiber die Zeitabhingigkeit der
Storung zu machen. Dies soll im folgenden geschehen.

6.6.5 Ubergiinge durch eine zeitlich periodische Stérung

Dieser Fall der Zeitabhéngigkeit von W(t) ist von besonderem Interesse
wegen der Anwendung auf die Wechselwirkung von Lichtwellen mit einem
Atom, Molekiil, oder irgend einem anderen quantenmechanischen System.
Wir nehmen an, der Stéroperator W (t) der zum Hamilton-Operator Hy des
ungestorten Systems hinzukommt, habe die Gestalt

W(t) = Az, —ihV) cos[wt 4 d(x, —ihV)] . (6.104)

Der Amplitudenoperator A und der Phasenoperator & sollen also nicht ex-
plizit von der Zeit ¢ abhdngen. Wir setzen ferner voraus, das Storfeld sei
monochromatisch und habe die Frequenz w. Dies ist bei vielen Anwendungen
eine zuldssige Annahme. So ist etwa die Kohérenzlénge [ eines Lichtimpulses
in den meisten Féallen viel grofler als die Wellenldnge A der Strahlung. Auch
ist vom Standpunkt der klassischen Wellentheorie unser Ansatz einleuchtend.
Da wir stets schreiben kénnen

1 . .
cos(wt + ) = 3 e lwtHo) 4 el(“t*“s)} (6.105)

ldsst sich unser Storoperator (6.104) stets auch als Summe zweier zueinander
hermitesch konjugierter Operatoren schreiben

>

W(t) = Fe ™ + Ftel“! | F(z,—ihV) = ge*ig . (6.106)

Diese Darstellung (6.106) erweist sich bei den Anwendungen als besonders
zweckmiissig. Unsere allgemeinen Formeln (6.74,6.82) liefern dann fiir die
Wahrscheinlichkeiten Py, ;(¢), dass bei geniigend schwacher Storung zur Zeit ¢
ein Ubergang in den Zustand k mit der Energie Ej, stattgefunden hat, wenn
fiir ¢t = 0 der Anfangszustand des ungestorten Systems 7 mit der Energie F;
war, die drei Ausdriicke

Pri(t) = |Ck ®?, w

t t
|:Fk z/ e —i(w+tw; k)t dt + Fk / ei(w_wi!k)t/dt/]
0 0

mit Fi, = / i () P (m, —ihV )us () %z (6.107)

Ck (t) =

DH'-‘

Dabei hiingt das Ubergangsmatrixelement F; k,; nicht explizit von der Zeit ab.
Wie wir bereits diskutiert haben, werden im Ausdruck fiir ¢x(¢) die beiden



6.6 Die zeitabhingige Storungstheorie 161

Integrale iiber die Zeit nicht mit ¢ anwachsen, wenn nicht eine der beiden
folgenden Bedingungen erfiillt ist

w=—w;, oder, w=+w;, (6.108)

da ja w; > 0 oder < 0 sein kann. Denn wenn keine der beiden Bedingungen
erfiillt ist, und wir zum Beispiel w + w; ; = {2 nennen, wird beim plétzli-
chen Einschalten der periodischen Stérung W (t) nur wihrend des Zeitrau-
mes T = |7}z| ein Ubergang stattfinden konnen, wie wir bereits am Anfang
dieses Kapitels besprochen haben. Doch sobald ¢ > |le\ ist, werden wegen der
raschen Oszillationen beide Integrale im Ausdruck fiir ¢(t) keinen Beitrag
mehr zu Py, ;(t) liefern.

Daher werden im folgenden nur solche Frequenzen w des Stéroperators
W(t) in Betracht kommen, fiir die eine der beiden Bedingungen in (6.108)
erfiillt sind. Wir wollen nun insbesondere annehmen, dass w in der Umgebung
von —wj  gelegen ist, sodass wir von nun an im Ausdruck fiir die Wahrschein-
lichkeitsamplitude ck( ) (6.107) den zweiten Integralterm mit Fy;; aufler Acht
lassen kénnen. Dann erhalten wir nach Ausfithrung der Integratlon iiber ¢/

L et 6.109
en(t) = —Fpjm————— .
S o TR (6109
und daher fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
1 2[1 — cos(w + wj )t]
Pei(t) = —|Fyil? : 6.110
hi(t) = 551 %, | @t o) ( )

Wenn w sehr nahe an —w; ; herankommt, kénnen wir die Reihenentwick-
lung verwenden cos(w + w; k)t = 1 — 1 (w+w, ;)?t? +... und erkennen, dass
in diesem Fall fir w = —w; ; die Ubergangswahrscheinlichkeit Py i(t) ~ 12
sein wird. Diese t2-Abhiingigkeit ist aber in Widerspruch mit der Erfahrung,
wonach Py ;(t) linear mit der Zeit anwéchst. Zur Aufklirung dieses offen-
baren Widerspruchs haben wir folgendes zu beachten. Da die Wechselwir-
kung des atomaren Systems mit der zeitlich periodischen Stérung W (t), in
(6.104), wéhrend einer endlichen Zeit t stattfindet, wird damit wegen der
Heisenbergschen Unschirferelation automatisch eine Unschéirfe in der Fre-
quenz w verkniipft sein. Also stellt (6.110) eine Frequenzverteilung dar, die
fiir w = —w; ;, ein ausgepriagtes Maximum hat, dessen Umgebung jedoch zur
gesamten Ubergangswahrschemhchkelt beitragen wird, wie aus Abb. 6.5 zu
ersehen ist, wo 2 = & als Parameter dient. Daher miissen wir (6.110) iiber
ein Frequenzband Aw in der Umgebung von w = —w; j integrieren. Nennen
wir w + w; p = 2 und 2t = y, so kénnen wir die erforderliche Integration
folgendermaflen ausfithren

+42 +00
2(1 — cos 2t 201 —
/ Pl cosft) t/ ay2 L=y oy (6.111)

2 2
4 9 —oc y
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Abb. 6.5. Beitrige zur Ubergangsrate

Dabei haben wir bei der Integration iiber y die Grenzen i% — +oo ge-

hen lassen, was fiir groe Wechselwirkungszeiten sicher erlaubt ist. In diesem
Fall ist dann das resultierende Integral iiber y in Integraltafeln zu finden und
hat den Wert 27. Nach dieser Integration miissen wir aber beachten, dass
wir dabei auch ein schmales Band von Endzustédnden mit den Energiewerten
zwischen Ej und Ej + dEj erfasst haben kénnen, deren Dichte wir p(wy)
nennen wollen. Dies ist etwa dann der Fall, wenn der Endzustand eine end-
liche Lebensdauer hat und daher eine spektrale Breite AFE}, besitzt, wie in
Abschn. 2.4.5 diskutiert wurde. Daher ist dann mit Hilfe von (6.111) an-
stelle (6.110) die Ubergangswahrscheinlichkeit im diskreten Spektrum durch
folgenden Ausdruck gegeben

Pri(t) = =5 |[Fiil p(we) - (6.112)

Dieser Ausdruck hat nun die erwartete lineare Zeitabhangigkeit. F)‘%(t) =

wy,; nennt man dann die Ubergangsrate oder die Ubergangswahrscheinlich-
keit pro Zeiteinheit. Die Gleichung (6.112) heifit gelegentlich Enrico Fermi’s
,Goldene Regel“. Als nichstes betrachten wir den Ubergang des Systems
unter der Einwirkung der periodischen Stérung in das Kontinuum der Ener-
gie Zusténde (6.98) 1 (x, t). Dies betrifft zum Beispiel die Ionisierung eines
Atoms unter Einwirkung eines Strahlungsimpulses und &hnliches. Zur Be-
handlung dieses Problems kénnen wir die bereits diskutierten Eigenfunktio-
nen im ,,Quasi-Kontinuum® heranziehen und erhalten mit Hilfe der normier-
ten Zustdnde (6.98) freier Teilchen
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1 ' . 2
|Fril?® = 7 ‘/elk'mF(m, —ihV )u;(x)d3x (6.113)

und die Zahl der Zustédnde in die sich das losgeloste Teilchen mit Impul-
sen p = hk im Wertebereich dp in ein Raumwinkelelement d{2 = sin #dfd¢
bewegen kann ist dann gegeben durch (Siehe Abb. 6.4)

d3n = L Bk = k2R (6.114)
et e | |
Da fiir ein freies Teilchen gilt Ey = % = h;’f: finden wir
2d 2mEy d V2mE
Rk = 5P = 2t dp, = Tk, (6.115)
k
und daher folgt
Vmds?

d3n = W\/ 2mEkdEk = p(Ek)dEk, 5 (6116)

wo p(FE}) die Dichte der Endzustéinde der Energie genannt wird. (Vgl. (3.17))

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb einer Wechselwir-
kungszeit ¢ die periodische Stérung W(t) ein Teilchen aus dem gebunde-
nen Zustand ¢;(x,t) des atomaren Systems in das Kontinuum der Zusténde
g (a,t) innerhalb eines Raumwinkels df2 ausgestofien hat ist dann durch
folgenden Ausdruck bestimmt

Peit) = [ Ps0p(Br) B (6.117)

wobei Py ;(t) durch (6.110,6.113) gegeben ist und wir bereits angenommen
haben, dass das Maximum der Wahrscheinlichkeitsverteilung bei k' = &, d.h.
wieder bei w = —w;, liegt und wir auch hier iiber ein schmales Frequenzband
Aw, bzw. Energieband AE in der Umgebung der Energieerhaltung Ej =
FE; + hw integrieren miissen. Dies liefert

2[1 — cos(w + w; k)]
(w —+ wi’k/)Q

1 E+4E
Pri(t) = | Fal*p(Er) dEy (6.118)
12 b, AE

2
Ein analoger Ausdruck kann fiir den entsprechenden Emissionsprozess herge-
leitet werden, wo dann das Matrixelement Fy; zu verwenden ist. Das Integral
in (6.118) kann in &hnlicher Weise wie vorhin in (6.111) berechnet werden
und wir finden schliellich

20(Ey), p(Ex) = %ﬁwmm. (6.119)

2
Pyi(t) = ﬁﬂFk,i

Wir sehen, dass auch dieser Ausdruck nur linear mit der Wechselwirkungszeit
t anwiéichst. Erst wenn ¢t — oo geht, wird die Energieunschirfe des quantenme-
chanischen Ubergangs AE — 0 streben. Setzen wir in (6.119) den Ausdruck



164 6 Néaherungsverfahren

(6.113) fiir |Fy, ;]? ein, so folgt schlieBlich fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
pro Zeiteinheit, die sogenannte Ubergangsrate, der Elektronenemission in die
Raumwinkeleinheit unter Einwirkung der periodischen Storung W (t)

2

. 1d4P. N
dwg;  1dPei(t) — mpy /e_‘k“”F(x,—iﬁV)ui(a:)dgx . (6.120)

dR t dR  4n2pd

6.6.6 Ubergiinge infolge einer zeitunabhingigen Stérung

Die Ubergiinge durch eine zeitunabhingige Stérung W stellen einen spezi-
ellen Fall des im vorangehenden Abschnitt behandelten Problems dar. Wir
miissen nur im Storoperator (6.104) die Frequenz w — 0 streben lassen. Die
fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit Py ;(t) hergeleitete Formel (6.110) bleibt
weiterhin giiltig, nur hingt jetzt der Stéroperator W nicht mehr explizit von
der Zeit t ab. Also gilt jetzt

2(1 — cosw; kt)

1
Pk,i(t) = §|Wk,z|2T7 R (6.121)
i,k

wobei jetzt das Matrixelement gegeben ist durch
Wi = / uj ()W (@, —ihV)u;(x)d®z . (6.122)

Hier hat nun Py ;(¢) fiir groe Wechselwirkungszeit ¢ ein ausgeprigtes Maxi-
mum, wenn w; = % = () ist, wonach bei diesem Ubergang die Energie
des Systems unverdndert bleibt. Dies ist charakteristisch fiir die Wirkung ei-
ner zeitunabhéngigen Storung Der durch W induzierte Prozess ist elastisch.

Wenn wir erneut einen Ubergang in das Kontinuum betrachten, dann ha-
ben wir (6.121) mit der Dichte der Endzustéinde p(Ej )dEy zu multiplizieren
und das Resultat im Bereich ( —%, —|—%) in der Umgebung der Energie des
Endzustandes E}, iber Ey/ zu integrieren, da auch hier fiir eine endliche Wech-
selwirkungszeit ¢ eine Energieunschirfe AFE zu erwarten ist. Daher finden wir
im vorliegenden Fall fiir die Ubergangsrate des Prozesses

dw;m- 1 de’i(t) Vmpk 2
a0 "t e am R (6.123)
wobei die Energieerhaltung Fy = F; gilt und in (6.122) der Zustand uy(x)
im Kontinuum liegt.

Als Anwendung behandeln wir folgendes Beispiel, das uns auf die Born-
sche N#herung der Streutheorie fithren wird. Wir betrachten einen Strahl
freier Elektronen, oder a-Teilchen, etc., die durch den Hamilton Operator
Hy = f%A beschrieben werden. Diese treten in den Bereich eines Kraft-
zentrums, wo die potentielle Energie der Teilchen in Form einer Stoérung
W= V(r) beschrieben wird. Das Kraftzentrum kann zum Beispiel ein Atom,
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Ton, etc. sein, in dessen Umgebung das Potential V(|&|) = V(r) herrscht.
Wir normieren die Zustandsfunktion der einfallenden Teilchen ), (x,t) im
Volumen V', wie wir oben in (6.98) ausgefiihrt haben, soda8

i 1 i
V(e t) = us(x)e 7Ft = —_en(Piz—Eit) (6.124)
’ VV

ist. Der Anfangsimpuls p; der Teilchen bestimmt die Einfallsrichtung der
Teilchen in Bezug auf das Kraftzentrum bei = 0. Im folgenden wird es von
Interesse sein, bei der gegebenen Normierung der Zustandsfunktion v, (x,t)
die entsprechende Teilchenstromdichte zu berechnen. Wir finden mit Hilfe
der Gleichung (2.21)

i) = oo (V] — 9Ty = B = Y (6.125)

und konnen die Einfallsrichtung der Teilchen als positive z-Richtung wéhlen,
sodass j; = jté. ist. Die auslaufenden, am Potential gestreuten Teilchen,
beschreiben wir analog durch eine Zustandsfunktion von der Form (Siehe

Abb. 9.3.)

B TP (6.126)

byl t) = up(@)e = —

und wegen der Zeitunabhingigkeit des Potentials V (r) gilt die Energicerhal-
tung By = Fj, jedoch wegen der endlichen Wechselwirkungszeit des Streuvor-
ganges ist die Ubergangswahrschenlichkeit wieder iiber ein schmales Energie-
band AE zu integrieren. Daher kénnen wir unsere Ausdriicke (6.122,6.123)
zur Berechnung der Streurate des Prozesses verwenden. Nach Einsetzen der
Eingangs- und Ausgangsfunktionen (6.124,6.126) erhalten wir

dw i 1dP ,i( m=v x
@ =T 4 - 7r254fv‘/e rerIVda L 6120)

Dabei ist p; —py = Q der bei der Streuung der Teilchen am Potential auf die
Teilchen iibertragene Impuls. Da wir angenommen haben, dass das Streupo-
tential kugelsymmetrisch ist, kénnen wir das Integral iiber den Konfigura-
tionsraum teilweise ausfithren, indem wir rdumliche Polarkoordinaten 7/, 6’
und ¢’ einfithren. Dazu setzen wir Q = hK, wo K = k; — k ¢ ist, und wahlen
die Achse des polaren Koordinatensystems in Richtung K. Dann kénnen wir
das Integral in (6.127) folgendermafien auf Polarkoordinaten transformieren
und die Integrationen iiber # und ¢’ ausfithren, indem wir beachten, dass
d3z = r2drsin@'dd’d¢’ und K -« = Krcosf gesetzt werden kann. Dies
ergibt mit cosf)’ = ¢
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2m

/e—%(Pf—m)'wV(r)d?)x — / V(T)’I“Qd?“/ oiKrcost ol o ¢’
0 0

0
[e%s} “+1 .
= 27r/ V(?")’I"2d7’/ e Krede
0

-1
47 [

=%/, rV (r)sin(Kr)dr. (6.128)

Wenn wir dieses Resultat fiir das Integral in (6.127) einsetzen und diese
Streurate durch den Betrag der Stromdichte der einfallenden Teilchen (6.125)
dividieren, so erhalten wir, da wegen der Energieerhaltung vy = v; ist,

dwy ; 4m? 2

v;d2  K2h!
Da aber K = VK2 = \/(k; — ky)? = ky/2(1 — cosf) = 2ksin § ist, wo 0

der Winkel zwischen der Einfallsrichtung é, der Teilchen und der Richtung n
der gestreuten Teilchen bedeutet, deshalb Streuwinkel genannt, kénnen wir
do B (9 ) m2

(6.129) auf die Form bringen
<. . (0
0 - e 2 (0) /0 sin [rism <2>] V(r)rdr

= |fs(0)*. (6.130)

(6.129)

/000 rV (r)sin(Kr)dr

2

Dies ist der differentielle Streuquerschnitt in der Bornschen Niherung, den
wir spédter nochmals auf anderem Wege herleiten werden. fg(6) nennt man
die Bornsche Streuamplitude. g—g liefert die Zahl der aus dem einfallenden
Teilchenstrom pro Sekunde in ein Raumwinkelelement d{2 am Potential V ()
elastisch gestreuten Teilchen. Der Bornsche Streuquerschnitt ist von recht
allgemeiner Giiltigkeit. Der Streuquerschnitt hat die Dimension [L2]. Die
Analyse eines solchen Streuprozesses fithrte Max Born 1926 zur statistischen

Interpretation der Quantenmechanik.

6.7 Spinprézession und magnetische Resonanz

Ein atomares Elektron mit dem Spin s = % sei in ein homogenes Magnetfeld
B eingebettet, welches in z-Richtung orientiert ist. Der Zustand des Elektrons

soll durch die Zustandsfunktion

(@, t)x s (6.131)

beschrieben sein. Wir nehmen an, die rdumliche Zustandsfunktion v (x,t)
sei nicht an das Magnetfeld B gekoppelt. Dies ist etwa der Fall, wenn sich
das Elektron in einem s-Zustand befindet. In diesem Fall geniigt es, nur die
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Abb. 6.6. Spinprizession im Magnetfeld

Wechselwirkung des B-Feldes mit dem Spin des Elektrons zu betrachten.
Dies haben wir in Abb. 6.6 angedeutet. Diese Wechselwirkung ist durch den
folgenden effektiven Hamiltonoperator bestimmt (Siehe (6.51))

H=—fi,-B=pugB6., ugB = hwy, (6.132)

wo up das Bohrsche Magenton und wy, die Larmorfrequenz sind. Da 6,y =
+x, gilt, hat der Hamiltonoperator (6.132) die folgenden Eigenwerte und
Eigenfunktionen

Hx, = ppBé.xy = thorxy, Fx = +hoy,. (6.133)

Ein allgemeiner Zustand unseres ,, Zweiniveau-Systems* lédsst sich daher fol-
gendermaflen ausdriicken (Siehe (5.45))

w(t) —c —iwrt iwpt _ C+efith 6.134
- +X+e + c_X_¢€ - c,e‘“’Lt . ( . )

Um die Prézession des Spins im homogenen Magnetfeld etwas nidher zu ana-
lysieren, wihlen wir als Anfangsbedingung, dass fiir t = 0 die Spinprojektion
in der (z, z)-Ebene zu liegen kommt. Dies beschreiben wir mit Hilfe der Re-
sultate (5.48, 5.56) der Analyse der Spinprojektion in eine beliebige Raum-
richtung. Dann finden wir mit dem Einheitsvektor n = (sin, 0, cos§) und
der Anfangsbedingung (8 - n)y(0) = 8,9(0) = 24(0), dass fiir t = 0

0 0
¥(0) = cos X+ + sin IX- (6.135)
ist und daher ¢y = cosg und c_ = sing sind. Mit diesem Resultat lautet
dann die allgemeine Lésung
0 : 0 cos e iwrt
— e —iwrt e iwrt — 2
P(t) = cos 5 X+e + sin SX-e ( sin Leiont ) . (6.136)
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Jetzt berechnen wir mit dieser Losung den Erwartungswert des Spin-magne-
tischen Momentes

(fis) = —pp(6) = —pg(¥', 6 ). (6.137)

Die explizite Ausrechnung ergibt
S oo 0 T dwpt . 0 T —iwpt
() = (Y, 0¢) = | cos §X+e LY 4 sin ix_e L
~ ~ ~ 4 —iwrt : 0 iwrt
X (€0, + ey b, +e,6,) | cos JX+e L 4 sin JX-e L

= sin Q COSQ I:eﬁ'«‘ (efiZu)Lt + eiQth) + iey (efiQth _ eiQth)}

2 2
+e, (0052 g — sin® Z)
= sinf (e, cos 2wt + e, sin2wr,t) + e, cosh . (6.138)
Daher erhalten wir schliefSlich
{fis) = —upg(sinf cos 2wy t, sin 6 sin 2wy t, cos ) . (6.139)

Danach bleibt der Mittelwert der z-Komponente des Spinmomentes konstant
und klassisch ausgedriickt prazediert der Spin § und in entgegengesetzter
Richtung das magnetische Moment fis im homogenen B-Feld mit der doppel-

ten Larmorfrequenz als Folge des anomalen gyromagnetischen Verhéltnisses
€

gs = — -

Als n;lcéichstes betrachten wir eine Anordnung von Magnetfeldern, die
von groflem praktischen Interesse ist. Wir fithren neben dem konstanten
und homogenen Magnetfeld B, das in z-Richtung orientiert ist, ein zweites,
schwiicheres Magnetfeld B’ ein, das in der (z,y)-Ebene mit der Frequenz w
rotiert und daher die Komponenten Bj, = B’coswt und Bj = B'sinwt hat,
sodass positives w (negatives w) einer Rotation des Feldes im Uhrzeigersinn
(entgegen dem Uhrzeigersinn) entspricht, wenn man in positiver Richtung
blickt. Dieses erweiterte Problem wird dann durch den folgenden Hamilton-
operator beschrieben

H = pp[Bé. + B cos(wt)d, + B sin(wt)d,] . (6.140)

Es ist zweckmifBig, gemifl der allgemeinen Definition (5.6) der Hebungs- und
Senkungsoperatoren, die Operatoren 67 = &, + iy und 6~ = 6, — i0y
einzufithren und gleichzeitig die Zerlegungen coswt = (e*! + e~ ') und
sinwt = 5 (e’ — e7") zu machen. Dann lisst sich der Hamiltonoperator
(6.140) auf folgende Form bringen

A hw! . . A A
H=hoyé.+ == (6T +67e) = Hy+ W, (6.141)
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wo wr, und wi, die Larmorfrequenzen der beiden Magnetfelder sind. Da wir die
Eigenfunktionen x, und Eigenwerte +hwr, des ungestorten Problems (6.133)
kennen und annehmen, dass B’ < B ist, kénnen wir fiir die Losung der
Schrédinger Gleichung des gestorten Problems

L OP(t)
1h7 = Hy(t) (6.142)
den Losungsansatz machen
(1) = ex (txs + e (Dx (6.143)

und wir wollen annehmen, dass zur Zeit ¢ = 0 sich das Elektron im Zustand
X_ befand, sodass die Anfangsbedingungen lauten ¢4 (0) = 0, ¢_(0) = 1.
Wenn wir den Ansatz (6.143) in die Schrodinger Gleichung (6.142) einsetzen
und den expliziten Ausdruck (6.141) fiir A verwenden, so erhalten wir wegen
der Eigenschaften von 6., 67 und 6~ die folgende Gleichung

WL

Ber@xs +e(x-] = 57 [er(Oxs — e (B)x]

W ) .
—|—7L [e—(t)x e + e (t)x_e™] . (6.144)
Diese Beziehung projizieren wir einmal von links auf x, und dann auf x_und

erhalten wege